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C. Podci¡gi DNA

Najszybsze rozwi¡zanie: Adam G¡sienica-Samek (4:49)



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Tre±¢

Alfabet: ACGT.

Sªowo s jest k-bogate, gdy zawiera wszystkie k-literowe sªowa nad ACGT jako podci¡gi.

Wej±cie: sªowo s dªugo±ci n = |s| (n ≤ 200 000).

Wyj±cie: dla ka»dego k ∈ [1, n]: Ile znaków trzeba zmieni¢ w s, by staªo si¦ k-bogate?
Czy w ogóle si¦ da?

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA
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Podci¡gi DNA

Czy sªowo s jest k-bogate?

TTCTGAAGATAGCTAGATTAACGGC

k = 3 ⇒ TAK

k = 4 ⇒ NIE, sªowo ACCT

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

k > n
4

⇒ nie da si¦.

k ≤ n
4

⇒ minimalny koszt podziaªu s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.
(Koszt podsªowa = # brakuj¡cych literek, koszt podziaªu = suma kosztów podsªów.)

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Czy sªowo s jest k-bogate?

TTCTGAAGATAGCTAGATTAACGGC

k = 3 ⇒ TAK

k = 4 ⇒ NIE, sªowo ACCT

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

k > n
4

⇒ nie da si¦.

k ≤ n
4

⇒ minimalny koszt podziaªu s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.
(Koszt podsªowa = # brakuj¡cych literek, koszt podziaªu = suma kosztów podsªów.)

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Czy sªowo s jest k-bogate?

TTCTGA AGATAGCTAGATTAACGGC

k = 3 ⇒ TAK

k = 4 ⇒ NIE, sªowo ACCT

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

k > n
4

⇒ nie da si¦.

k ≤ n
4

⇒ minimalny koszt podziaªu s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.
(Koszt podsªowa = # brakuj¡cych literek, koszt podziaªu = suma kosztów podsªów.)

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Czy sªowo s jest k-bogate?

TTCTGA AGATAGC TAGATTAACGGC

k = 3 ⇒ TAK

k = 4 ⇒ NIE, sªowo ACCT

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

k > n
4

⇒ nie da si¦.

k ≤ n
4

⇒ minimalny koszt podziaªu s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.
(Koszt podsªowa = # brakuj¡cych literek, koszt podziaªu = suma kosztów podsªów.)

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Czy sªowo s jest k-bogate?

TTCTGA AGATAGC TAGATTAACGGC

k = 3 ⇒ TAK

k = 4 ⇒ NIE, sªowo ACCT

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

k > n
4

⇒ nie da si¦.

k ≤ n
4

⇒ minimalny koszt podziaªu s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.
(Koszt podsªowa = # brakuj¡cych literek, koszt podziaªu = suma kosztów podsªów.)

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Czy sªowo s jest k-bogate?

TTCTGA AGATAGC TAGATTAACGGC

k = 3 ⇒ TAK

k = 4 ⇒ NIE, sªowo ACCT

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

k > n
4

⇒ nie da si¦.

k ≤ n
4

⇒ minimalny koszt podziaªu s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.
(Koszt podsªowa = # brakuj¡cych literek, koszt podziaªu = suma kosztów podsªów.)

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Czy sªowo s jest k-bogate?

TTCTGA AGATAGC TAGATTAACGGC

k = 3 ⇒ TAK

k = 4 ⇒ NIE, sªowo ACCT

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

k > n
4

⇒ nie da si¦.

k ≤ n
4

⇒ minimalny koszt podziaªu s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.
(Koszt podsªowa = # brakuj¡cych literek, koszt podziaªu = suma kosztów podsªów.)

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Czy sªowo s jest k-bogate?

TTCTGA AGATAGC TAGATTAACGGC

k = 3 ⇒ TAK

k = 4 ⇒ NIE, sªowo ACCT

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

k > n
4

⇒ nie da si¦.

k ≤ n
4

⇒ minimalny koszt podziaªu s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.
(Koszt podsªowa = # brakuj¡cych literek, koszt podziaªu = suma kosztów podsªów.)

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Czy sªowo s jest k-bogate?

TTCTGA AGATAGC TAGATTAACGGC

k = 3 ⇒ TAK

k = 4 ⇒ NIE, sªowo ACCT

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

k > n
4

⇒ nie da si¦.

k ≤ n
4

⇒ minimalny koszt podziaªu s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.
(Koszt podsªowa = # brakuj¡cych literek, koszt podziaªu = suma kosztów podsªów.)

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

k ≤ n
4

⇒ minimalny koszt podziaªu s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.
(Koszt podsªowa = # brakuj¡cych literek, koszt podziaªu = suma kosztów podsªów.)

TTCTGAAGATAGCTAGATTAACGGC

TTCTGA AGAT AGCT AGAT TAACGGC

0 1 0 1 0

Wynik dla k = 5 to 2.

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

k ≤ n
4

⇒ minimalny koszt podziaªu s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.
(Koszt podsªowa = # brakuj¡cych literek, koszt podziaªu = suma kosztów podsªów.)

TTCTGA AGATAGC TAGAT TAACGGC
0 0 1 0

Wynik dla k = 4 to 1.

TTCTGA AGAT AGCT AGAT TAACGGC
0 1 0 1 0

Wynik dla k = 5 to 2.

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

k ≤ n
4

⇒ minimalny koszt podziaªu s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.
(Koszt podsªowa = # brakuj¡cych literek, koszt podziaªu = suma kosztów podsªów.)

TTCTGA AGATAGC TAGAT TAACGGC
0 0 1 0

Wynik dla k = 4 to 1.

TTCTGA AGAT AGCT AGAT TAACGGC
0 1 0 1 0

Wynik dla k = 5 to 2.

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA



sc
al
e=

1,

Podci¡gi DNA

Koszt sprawienia, by sªowo s byªo k-bogate

Funkcja kosztu dla 0 ≤ k ≤ n
4
wypukªa! ⇒

parametric search

.

Podproblem do rozwi¡zania w parametric searchu

Podziel s na podsªowa dªugo±ci ≥ 4.

Otrzymujesz X monet za ka»de podsªowo.

Tracisz 1 monet¦ za brakuj¡c¡ literk¦ A/C/G/T w podsªowie.

Zgromad¹ jak najwi¦cej monet.

Nietrudne ¢wiczenie: rozwi¡za¢ podproblem w O(n).

(Do±¢ prosty dynamik.)

Standardowy parametric search ⇒ Dla jednego k rozwi¡zanie w O(n log n).

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA
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Rozwi¡zanie dla wszystkich 0 ≤ k ≤ n
4

Ukryta funkcja wypukªa f : {0, . . . , n
4
} → {0, . . . , n}.

Podzadanie dla nagrody X monet za podsªowo = styczna do f o nachyleniu X .
Dodatkowo: max na prawo punkt styczno±ci.

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA
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Rozwi¡zanie dla wszystkich 0 ≤ k ≤ n
4

Ukryta funkcja wypukªa f : {0, . . . , n
4
} → {0, . . . , n}.

f (0) = 0, f (n
4
) uzyskujemy z pomoc¡ podzadania dla X = n.
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Rekurencja

Ukryta funkcja wypukªa f : {x1, . . . , x2} → {y1, . . . , y2}. Mamy f (x1) = y1, f (x2) = y2.
Odzyskaj f .

Uruchom podzadanie dla X =
⌊
y2−y1
x2−x1

⌋
.

If punkt (x2, y2) le»y na stycznej ⇒ ukryta funkcja jest liniowa!

Else niech punkt (x , y) = max na prawo punkt styczno±ci.

Mamy x1 < x < x2.
Rekurencja dla f : {x1, . . . , x} → {y1, . . . , y}.
Rekurencja dla f : {x , . . . , x2} → {y , . . . , y2}.

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA
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⌋
.

If punkt (x2, y2) le»y na stycznej ⇒ ukryta funkcja jest liniowa!

Else niech punkt (x , y) = max na prawo punkt styczno±ci.
Mamy x1 < x < x2.
Rekurencja dla f : {x1, . . . , x} → {y1, . . . , y}.
Rekurencja dla f : {x , . . . , x2} → {y , . . . , y2}.
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Rekurencja � przykªad

Ukryta funkcja wypukªa f : {0, . . . , 15} → {0, . . . , 30}. Mamy f (0) = 0, f (15) = 30.
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Rozwi¡zanie dla wszystkich 0 ≤ k ≤ n
4

Ukryta funkcja wypukªa f : {0, . . . , n
4
} → {0, . . . , n}.

Ka»dy krok rekurencji: czas O(n) i odkrywa nowy punkt otoczki!

Obserwacja: f ma maksymalnie O(
√
n) punktów na otoczce.

Wniosek: ostateczna zªo»ono±¢ O(n
√
n).

Alternatywne rozwi¡zanie

Piszemy kwadratowego dynamika dp[n, k].

Obserwacja: ∀n′≤n funkcja dp[n′, x ] jest wypukªa dla x ∈ [0, n
′

4
]!

⇒ Kompresujemy wszystkie funkcje dp[n′, x ] do postaci O(
√
n) odcinków.

Troch¦ m¦czarni ⇒ inne rozwi¡zanie w O(n
√
n).

Omówienie zadania C. Podci¡gi DNA
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D. Gieªda paprotek

Najszybsze rozwi¡zanie: Yahor Dubovik (4:15)
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Tre±¢

Ci¡g liczb caªkowitych a1, a2, . . . an oznacza koszty sprzeda»y oraz kupna paprotek w
kolejne dni.

Przez f (a) oznaczamy maksymalny mo»liwy zysk z handlu paprotkami, je±li ka»dego
dnia mo»emy sprzeda¢ lub kupi¢ co najwy»ej jedn¡ paprotk¦, liczba posiadanych
paprotek nie mo»e spa±¢ poni»ej zera oraz wszystkie koszty znamy zawczasu.
Przez g(n) oznaczamy sum¦ po f (p), gdzie jako p podstawiamy wszystkie permutacje
n-elementowe. Nale»y obliczy¢ g(1), g(2), . . . , g(k) dla zadanego k .

Omówienie zadania D. Gieªda paprotek
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Klasyczny problem statyczny

Dla zadanego statycznego ci¡gu kosztów iterujemy si¦ po nim utrzymuj¡c kolejk¦
priorytetow¡. Mijaj¡c koszt x wrzucamy liczb¦ x na kolejk¦ priorytetow¡, nast¦pnie
usuwamy z niej minimum, a nast¦pnie wrzucamy x jeszcze raz.

Czy to si¦ przyda?

Raczej nie. . . (aczkolwiek przyda si¦ do dowodu poprawno±ci �nalnego algorytmu)

Omówienie zadania D. Gieªda paprotek
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Alternatywne spojrzenie

Dla wybranego x skupmy si¦ na przedziale warto±ci mi¦dzy x , a x + 1.

Omówienie zadania D. Gieªda paprotek
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Ograniczenie górne

Dla takiego przedziaªu mo»emy obliczy¢ maksymaln¡ liczb¦ odcinków, które przez niego
przejd¡.

Suma tych warto±ci po wszystkich x b¦dzie ogranicza¢ wynik od góry.

Obserwacja

Suma tych warto±ci jest dokªadnie równa wynikowi.

Omówienie zadania D. Gieªda paprotek
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Ci¡g binarny

Dla x zmieniamy warto±ci ≤ x w −1 i > x w 1. Ka»de uªo»enie 1 i −1 znajduje si¦ w
x! · (n − x)! permutacjach.

Zale»nie od uªo»enia mo»emy prosto wyrazi¢ maksymaln¡ liczb¦ odcinków, które mog¡
przeci¡¢ przedziaª, rysuj¡c wykres sum pre�ksowych ci¡gu.

Omówienie zadania D. Gieªda paprotek
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Prosty wzorek

Maksymalna liczba odcinków to n− x (liczba jedynek) zmniejszone o maksymaln¡ sum¦
pre�ksow¡ ci¡gu. Dla ustalonego x chcemy posumowa¢ n − x −max_pref po
wszystkich ci¡gach z x −1 i (n − x) 1. Po drobnym przeksztaªceniu interesuje nas
jedynie suma po maksymalnych sumach pre�ksowych.

Omówienie zadania D. Gieªda paprotek
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Maksymalna suma pre�ksowa

Maksymalna suma pre�ksowa to liczba pre�ksów, których sumy s¡ wi¦ksze ni» sumy
wszystkich pre�ksów przed nimi.

Omówienie zadania D. Gieªda paprotek
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Pierwszy dynamik

Chcemy dla ka»dej liczby jedynek (x) i minus jedynek (y) obliczy¢ liczb¦ ci¡gów,
których suma jest wi¦ksza ni» suma ich dowolnego pre�ksu.

Obracaj¡c rysunek o 180◦

chcemy oblicza¢ ci¡gi, których suma pre�ksowa nigdy nie spada do zera.
Posªu»y do tego DP1[x ][y ], które po inicjalizacji DP1[1][0] = 1 jest prosto obliczy¢ ze
wzoru DP1[x ][y ] = DP1[x − 1][y ] + DP1[x ][y − 1].
Nale»y pilnowa¢, by zawsze zachodziªo x > y .

Drugi dynamik

Mo»emy teraz dla x i y obliczy¢ sum¦ po maksimach pre�ksowych ci¡gów z x

jedynkami i y minus jedynkami.
Oznaczaj¡c j¡ przez DP2[x ][y ] obliczamy j¡ ze wzoru
DP2[x ][y ] = DP2[x − 1][y ] + DP2[x ][y − 1] + DP1[x ][y ].
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Pierwszy dynamik

Chcemy dla ka»dej liczby jedynek (x) i minus jedynek (y) obliczy¢ liczb¦ ci¡gów,
których suma jest wi¦ksza ni» suma ich dowolnego pre�ksu. Obracaj¡c rysunek o 180◦

chcemy oblicza¢ ci¡gi, których suma pre�ksowa nigdy nie spada do zera.

Posªu»y do tego DP1[x ][y ], które po inicjalizacji DP1[1][0] = 1 jest prosto obliczy¢ ze
wzoru DP1[x ][y ] = DP1[x − 1][y ] + DP1[x ][y − 1].
Nale»y pilnowa¢, by zawsze zachodziªo x > y .

Drugi dynamik
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Chcemy dla ka»dej liczby jedynek (x) i minus jedynek (y) obliczy¢ liczb¦ ci¡gów,
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wzoru DP1[x ][y ] = DP1[x − 1][y ] + DP1[x ][y − 1].
Nale»y pilnowa¢, by zawsze zachodziªo x > y .
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Pierwszy dynamik

Chcemy dla ka»dej liczby jedynek (x) i minus jedynek (y) obliczy¢ liczb¦ ci¡gów,
których suma jest wi¦ksza ni» suma ich dowolnego pre�ksu. Obracaj¡c rysunek o 180◦

chcemy oblicza¢ ci¡gi, których suma pre�ksowa nigdy nie spada do zera.
Posªu»y do tego DP1[x ][y ], które po inicjalizacji DP1[1][0] = 1 jest prosto obliczy¢ ze
wzoru DP1[x ][y ] = DP1[x − 1][y ] + DP1[x ][y − 1].
Nale»y pilnowa¢, by zawsze zachodziªo x > y .
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Mo»emy teraz dla x i y obliczy¢ sum¦ po maksimach pre�ksowych ci¡gów z x

jedynkami i y minus jedynkami.

Oznaczaj¡c j¡ przez DP2[x ][y ] obliczamy j¡ ze wzoru
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Pierwszy dynamik

Chcemy dla ka»dej liczby jedynek (x) i minus jedynek (y) obliczy¢ liczb¦ ci¡gów,
których suma jest wi¦ksza ni» suma ich dowolnego pre�ksu. Obracaj¡c rysunek o 180◦

chcemy oblicza¢ ci¡gi, których suma pre�ksowa nigdy nie spada do zera.
Posªu»y do tego DP1[x ][y ], które po inicjalizacji DP1[1][0] = 1 jest prosto obliczy¢ ze
wzoru DP1[x ][y ] = DP1[x − 1][y ] + DP1[x ][y − 1].
Nale»y pilnowa¢, by zawsze zachodziªo x > y .

Drugi dynamik

Mo»emy teraz dla x i y obliczy¢ sum¦ po maksimach pre�ksowych ci¡gów z x

jedynkami i y minus jedynkami.
Oznaczaj¡c j¡ przez DP2[x ][y ] obliczamy j¡ ze wzoru
DP2[x ][y ] = DP2[x − 1][y ] + DP2[x ][y − 1] + DP1[x ][y ].
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Caªy algorytm

Opisane programowanie dynamiczne dziaªa w czasie O(n2) i oblicza potrzebne warto±ci
nie tylko dla n, ale równie» dla wszystkich mniejszych.

Bonus

Stosuj¡c odpowiednie przeksztaªcenia wzorów da si¦ obliczy¢ g(n) w czasie liniowym.
Podpowied¹: przyda si¦ do tego odbijanie wykresów wzgl¦dem poziomej prostej,
podobnie jak we wzorze na liczby Catalana.

Omówienie zadania D. Gieªda paprotek
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Caªy algorytm

Opisane programowanie dynamiczne dziaªa w czasie O(n2) i oblicza potrzebne warto±ci
nie tylko dla n, ale równie» dla wszystkich mniejszych.

Bonus

Stosuj¡c odpowiednie przeksztaªcenia wzorów da si¦ obliczy¢ g(n) w czasie liniowym.

Podpowied¹: przyda si¦ do tego odbijanie wykresów wzgl¦dem poziomej prostej,
podobnie jak we wzorze na liczby Catalana.
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Caªy algorytm

Opisane programowanie dynamiczne dziaªa w czasie O(n2) i oblicza potrzebne warto±ci
nie tylko dla n, ale równie» dla wszystkich mniejszych.

Bonus

Stosuj¡c odpowiednie przeksztaªcenia wzorów da si¦ obliczy¢ g(n) w czasie liniowym.
Podpowied¹: przyda si¦ do tego odbijanie wykresów wzgl¦dem poziomej prostej,
podobnie jak we wzorze na liczby Catalana.
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Najszybsze rozwi¡zanie: Adam G¡sienica-Samek (0:07)



sc
al
e=

1,

Jeden bit

Tre±¢

Zmieni¢ jak najmniejsz¡ liczb¦ elementów w ci¡gu tak, »eby ka»de dwa kolejne elementy
ró»niªy si¦ co najwy»ej jednym bitem.

Omówienie zadania E. Jeden bit
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Rozwi¡zanie kwadratowe

dp[i ] - najwi¦ksza liczba elementów, które mo»emy zostawi¢ niezmienione na pre�ksie
dªugo±ci i tak, »eby pre�ks ten speªniaª zaªo»enia zadania oraz dodatkowo ostatni
element pozostaª niezmieniony.

dp[i ] = max(1,maxj<i ,popcount(i⊕j)≤j−i (dp[j ] + 1))
Odpowiedzi¡ jest n −maxi (dp[i ]).

Omówienie zadania E. Jeden bit
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Rozwi¡zanie kwadratowe

dp[i ] - najwi¦ksza liczba elementów, które mo»emy zostawi¢ niezmienione na pre�ksie
dªugo±ci i tak, »eby pre�ks ten speªniaª zaªo»enia zadania oraz dodatkowo ostatni
element pozostaª niezmieniony.
dp[i ] = max(1,maxj<i ,popcount(i⊕j)≤j−i (dp[j ] + 1))

Odpowiedzi¡ jest n −maxi (dp[i ]).
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Rozwi¡zanie kwadratowe

dp[i ] - najwi¦ksza liczba elementów, które mo»emy zostawi¢ niezmienione na pre�ksie
dªugo±ci i tak, »eby pre�ks ten speªniaª zaªo»enia zadania oraz dodatkowo ostatni
element pozostaª niezmieniony.
dp[i ] = max(1,maxj<i ,popcount(i⊕j)≤j−i (dp[j ] + 1))
Odpowiedzi¡ jest n −maxi (dp[i ]).
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Szybsze rozwi¡zanie

W optymalnym rozwi¡zaniu dystans mi¦dzy dwoma kolejnymi niezmienionymi
elementami nie przekroczy 2 log(zakres).

W przeciwnym przypadku mo»na by zostawi¢ ±rodkowy element z przerwy dªugo±ci
> 2 log(zakres) niezmieniony.
Mo»emy wi¦c dla ka»dego i rozwa»a¢ tylko 2 log(zakres) poprzednich elementów, co
daje zªo»ono±¢ O(n log(zakres)).

Omówienie zadania E. Jeden bit
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Szybsze rozwi¡zanie

W optymalnym rozwi¡zaniu dystans mi¦dzy dwoma kolejnymi niezmienionymi
elementami nie przekroczy 2 log(zakres).
W przeciwnym przypadku mo»na by zostawi¢ ±rodkowy element z przerwy dªugo±ci
> 2 log(zakres) niezmieniony.
Mo»emy wi¦c dla ka»dego i rozwa»a¢ tylko 2 log(zakres) poprzednich elementów, co
daje zªo»ono±¢ O(n log(zakres)).
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F. �amigªówka 4

Najszybsze rozwi¡zanie: Marek Sommer (0:57)
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Tre±¢

Dana permutacj¦ 1, 2, . . . , n.
Dla s¡siednich a, b (|a − b| = 1) mo»na:

doda¢ b do a

odj¡¢ b od a

o ile wynik w przedziale [1, n].

Limity

dªugo±¢: n ≤ 30000

limit operacji: 2 500 000

Omówienie zadania F. �amigªówka 4
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krok I � Dwie jedynki

1 . . . , 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 1, x − 1, . . .

3 . . . , 1, x − 2, . . .

4 . . .

5 . . . , 1, 1, . . .

Liczba operacji ≤ n

Omówienie zadania F. �amigªówka 4



sc
al
e=

1,

�amigªówka 4

krok I � Dwie jedynki

1 . . . , 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 1, x − 1, . . .

3 . . . , 1, x − 2, . . .

4 . . .

5 . . . , 1, 1, . . .

Liczba operacji ≤ n
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krok I � Dwie jedynki

1 . . . , 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 1, x − 1, . . .

3 . . . , 1, x − 2, . . .

4 . . .

5 . . . , 1, 1, . . .

Liczba operacji ≤ n
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krok I � Dwie jedynki

1 . . . , 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 1, x − 1, . . .

3 . . . , 1, x − 2, . . .

4 . . .

5 . . . , 1, 1, . . .

Liczba operacji ≤ n
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krok I � Dwie jedynki

1 . . . , 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 1, x − 1, . . .

3 . . . , 1, x − 2, . . .

4 . . .

5 . . . , 1, 1, . . .

Liczba operacji ≤ n

Omówienie zadania F. �amigªówka 4
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2

3

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x)

≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 1, 2, x , . . .

3

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 3, 2, x , . . .

3

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 3, 5, x , . . .

3

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52

Omówienie zadania F. �amigªówka 4
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 8, 5, x , . . .

3

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 8, 13, x , . . .

3

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 13, x , . . .

3

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 21, 34, x − 34, . . .

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 21, 34, x − 34− 34, . . .

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52

Omówienie zadania F. �amigªówka 4



sc
al
e=

1,

�amigªówka 4

krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 21, 13, x − 34− 34, . . .

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 8, 13, x − 34− 34, . . .

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 8, 13, x − 34− 34− 13, . . .

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52

Omówienie zadania F. �amigªówka 4
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 8, 5, x − 34− 34− 13, . . .

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 3, 5, x − 34− 34− 13, . . .

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 3, 2, x − 34− 34− 13, . . .

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 1, 2, x − 34− 34− 13, . . .

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 1, 2, x − 34− 34− 13− 2, . . .

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 1, 1, x − 34− 34− 13− 2, . . .

4

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 1, 1, x − 34− 34− 13− 2, . . .

4 . . . , 1, 1, 1, . . .

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 1, 1, x − 34− 34− 13− 2, . . .

4 . . . , 1, 1, 1, . . .

Liczba operacji: ∼ 3 log(x)

≤ 52
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krok II � Trzy jedynki

1 We¹my . . . , 1, 1, x , . . . (lub . . . , x , 1)

2 . . . , 21, 34, x , . . .

3 . . . , 1, 1, x − 34− 34− 13− 2, . . .

4 . . . , 1, 1, 1, . . .

Liczba operacji: ∼ 3 log(x) ≤ 52

Omówienie zadania F. �amigªówka 4



sc
al
e=

1,

�amigªówka 4

krok III � n jedynek

1 . . . , 1, 1, 1, x , y , . . .

2 . . . , 1, 1, 1, 1, y , . . .

3 . . .

4 . . . , 1, 1, . . . , 1, 1

5 . . . , y , x , 1, 1, . . . , 1, 1

6 . . . , y , 1, 1, 1, . . . , 1, 1

7 . . .

8 1, 1, . . . , 1, 1

Liczba operacji:
∑n

x=2
3 log x ≤ 52 · 30 000 = 1 560 000
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krok VI � 1, 2, 3, 4, . . .

1 1, 1, 1, 1, 1, 1, . . .

2 1, 2, 1, 1, 1, 1, . . .

3 1, 2, 3, 1, 1, 1, . . .

4 1, 2, 3, 4, 1, 1, . . .

5 . . .

6 1, 2, 3, . . . , n − 2, 1, 1

7 1, 2, 3, . . . , n − 2, n − 1, 1

8 1, 2, 3, . . . , n − 2, n − 1, n

Liczba operacji: n − 1
Sumarycznie: n

∑n
x=2

3 log x + n ≤ 30 000+ 1 560 000+ 30 000 ≤ 2 500 000
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H. Merge sort

Najszybsze rozwi¡zanie: Krzysztof Pot¦pa (3:41)
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Merge sort

Tre±¢

Dla ustalonych liczb a, b zliczy¢ permutacje 1 . . . n takie, »e a zostanie porównane z b

podczas sortowania przez scalanie.
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Merge sort

Obserwacja 1

Gdy a i b tra�¡ do tej samej listy podczas sortowania, to nie zostan¡ ju» nigdy
porównane.

Obserwacja 2

Jest O(log n) ró»nych dªugo±ci list, które b¦d¡ argumentem dla MergeSort.
Mo»emy w szczególno±ci je wszystkie wygenerowa¢ wraz z liczno±ciami.
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Merge sort

Obserwacja 3

Bez straty ogólno±ci a < b. Aby a zostaªo porównane z b podczas ª¡czenia list, to w
li±cie, w której znajduje si¦ b nie mo»e znajdowa¢ si¦ t takie »e a < t < b.

Rozwi¡zanie

Iterujemy si¦ po dªugo±ci listy i tym, z której strony jest a.
Permutacje speªniaj¡ce zaªo»enia jeste±my w stanie zliczy¢ standardowymi technikami w
O(1) po preprocessingu silni i ich odwrotno±ci.
Troch¦ pro±ciej jest wyprowadzi¢ wzorki my±l¡c o prawdopodobie«stwie.
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J. Osiedle

Najszybsze rozwi¡zanie: brak
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Tre±¢

≤5
11
≤7 ≤9 ≤4

≤3 ≤4 ≤9 ≤6

≤9 ≤0 ≤8 ≤5

26 20

13 16 18

→
11 26 20

13 16 18

0 6 9 3

1 4 7 1

8 0 5 5

Wysoko±¢ (n), szeroko±¢ (m) ≤ 300.
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Ignorujemy dolne i górne ograniczenia. . .

≤5
11
≤7 ≤9 ≤4

≤3 ≤4 ≤9 ≤6

≤9 ≤0 ≤8 ≤5

26 20

13 16 18

→
11 26 20

13 16 18

0 0 0 0

0

0

Czas O(nm), poprawne sumy, popsute dolne i górne ograniczenia.
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Lokalne zmiany zachowuj¡ce sumy 2× 2

+1

+1

–1

x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ Z.
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Naprawianie ogranicze«

+1

+1

–1

+1

+1

–1

–1

–1

+1

–1

–1

+1

y1 y2 y3 y4
≤5 ≤7 ≤9 ≤4

≤3 ≤4 ≤9 ≤6

≤9 ≤0 ≤8 ≤5

0 0 0 0

0 11 15 5

0 2 -12 10

–1 +1 –1 +1

–1 +1 –1 +1

+1 –1 +1 –1

x1

x2

x3

Pole (1, 1): 0+ y1 − x1 ∈ [0, 5]

⇒ −5 ≤ x1 − y1 ≤ 0

Pole (2, 3): 15− y3 + x2 ∈ [0, 9]

⇒ −15 ≤ x2 − y3 ≤ −6

Ograniczenia ró»nicowe! n +m zmiennych, 2nm ogranicze«.
Bellman�Ford: O(nm(n +m)).
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O(nm(n +m)) z Bellmana�Forda.
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Albo ≈ O(nm log3(nm) logW ) z nowych teoretycznych algorytmów dla Single-Source
Shortest Paths with negative weights.
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Tre±¢

n ≤ 13 programistów

m ≤ 200 projektów

ai potrzebuje ti czasu

bi potrzebuje 2 · ti czasu

mog¡ si¦ podzieli¢ xi oraz 2 · (ti − xi )

q ≤ 10 000 zapyta«

dany X ⊆ {1, 2, . . . , n}
ka»dy z X ma ograniczony czas T

szukamy najmniejszego T , t». da si¦ sko«czy¢ wszystkie projekty

wypisa¢ w postaci x/y

Omówienie zadania K. Projekty
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Program liniowy

minimize T

∀ij xij +
yij
2
≥ tij (wij)

∀i T −
∑

j xij −
∑

j yji ≥ 0 (vi )
T ≥ 0
∀ij xij ≥ 0
∀ij yij ≥ 0

Program dualny

maximize
∑

ij tij · wij∑
i vi ≤ 1 (T )

∀ij wij − vi ≤ 0 (xij)
∀ij

wij

2
− vj ≤ 0 (yij)

∀ij wij ≥ 0
∀i vi ≥ 0
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n − z zmiennych vi ̸= 0

n − z − 1 równa« vi = 2 · vj
vi = 2 · vj kraw¦dzie (i , j) tworz¡ drzewo!

istnieje m t». vi = 0 ∪ vi =
2
ki

m

m =
∑

i 2
ki
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Programowanie dynamiczne

de�nicja: DP[{vi ̸= 0}][m] → T ·m
bazowe stany:
DP[X ][|X |] =

∑
i ,j∈X wij

przej±cia (ki zwi¦kszamy o jeden i dodajemy zbiór ki = 0):

DP[X ][m] = maxY⊂X DP[Y ][m−(|Y |−|X |)
2

] · 2+∑
i∈X ,j∈X\Y 2 · wij +

∑
i∈X\Y ,j∈X wij

Ostateczny wynik:

T (X ) = maxY⊆X
DP[Y ][m]

m
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DP[X ][m]

Stany

m ≤ 2|X |

O(3n)

Przej±cia
Y ⊂ X

m ≤ 2|Y |

O(4n)
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Tre±¢

Mamy dany ci¡g liczb a. Rozwa»amy skªadanie ze sob¡ funkcji f przeksztaªcaj¡cej ci¡g
w ci¡g liczno±ci wyst¡pie« elementów. Musimy obsªugiwa¢ zmiany elementów ci¡gu a

oraz zapytania o f k(a)v .

Omówienie zadania N. Funkcja zliczaj¡ca
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Funkcja zliczaj¡ca

Ci¡g szybko si¦ przerzedza

Je»eli ci¡g a skªada si¦ z n elementów ograniczonych z góry przez n, to suma
elementów f (a) wynosi co najwy»ej n.

Wi¦c jest co najwy»ej O(
√
n) ró»nych niezerowych elementów w f (f (a)).

Wi¦c wszystkie niezerowe elementy f (f (f (a))) s¡ ograniczone przez O(
√
n) i jest ich co

najwy»ej O(
√
n).

Wi¦c wszystkie elementy f (f (f (f (a)))) s¡ ograniczone przez O(
√
n) i znajduj¡ si¦ na

pre�ksie dªugo±ci O(
√
n).

Oznacza to, »e dla pewnego c = O(log log n) zachodzi f c(a) = 1, 0, 0, 0....
Chyba, »e a = 0, 0, 0, ....
W praktyce dla limitów z zadania wystarcza c = 13.

Omówienie zadania N. Funkcja zliczaj¡ca
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Rozwi¡zanie

B¦dziemy utrzymywa¢ ci¡gi a, f (a), f (f (a)), ..., f c(a).

Je»eli jeste±my pytani o f k(a)v dla k ≤ c , to mo»emy po prostu poda¢ odpowied¹ w
O(1).
Je»eli k > c , to odpowiedzi¡ jest 1 je»eli v = 1 oraz a nie skªada si¦ z samych zer i 0 w
przeciwnym przypadku.

Omówienie zadania N. Funkcja zliczaj¡ca
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Funkcja zliczaj¡ca

Aktualizacje

Zmiana warto±ci f i (a)v z x na y wi¡»e si¦ z ze zmianami warto±ci f i+1(a)x oraz
f i+1(a)y .

Mo»emy napisa¢ funkcje, która rekurencyjnie wykonuje zmiany i wywoªuje si¦ dla
dalszych ci¡gów.
Zªo»ono±¢ O(q2c).

Omówienie zadania N. Funkcja zliczaj¡ca
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Szybsze aktualizacje

Zamiast i±¢ w gª¡b drzewa zmian, mo»emy rozwa»a¢ poziomy jeden po drugim.

Kilka aktualizacji, które miaªyby zosta¢ wykonane na tym samym elemencie zrobimy w
ten sposób za jednym razem.
Dzi¦ki temu na i-tym poziomie zamiast wykona¢ pesymistycznie 2i operacji wykonamy
ich min(2i , leni ) gdzie leni to dªugo±¢ pre�ksu niezerowych warto±ci na i-tym poziomie.
Przy limitach z zadania daje to ograniczenie rz¦du kilkudziesi¦ciu operacji.

Omówienie zadania N. Funkcja zliczaj¡ca
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A. AGI
Najszybsze rozwi¡zanie: Adam Soªtan (1:24)

Autor zadania: Jakub Onufry Wojtaszczyk



AGI

Tre±¢ zadania

Dane jest n przedziaªów [ai , bi )

Jest jeden punkt x na osi rzeczywistej, którego poªo»enia nie znamy, dla ka»dego

przedziaªu musimy odpowiedzie¢ TAK albo NIE, czy ukryty punkt x nale»y do tego

przedziaªu w taki sposób, »eby niezale»nie od poªo»enia punktu udzieli¢ poprawnej

odpowiedzi dla co najmniej
⌊
n−1
2

⌋
przedziaªów

Jest zagwarantowane, »e rozwi¡zanie istnieje

Omówienie zadania A. AGI



AGI

Rozwi¡zanie

Udowodnimy, »e rozwi¡zanie istnieje dla ka»dego zbioru przedziaªów

Je»eli istniej¡ dwa przedziaªy [ai , bi ) i [aj , bj) takie, »e [ai , bi ) ⊆ [aj , bj) mo»emy

odpowiedzie¢ NIE dla predziaªu [ai , bi ), TAK dla przedziaªu [aj , bj), wówczas dla co

najmniej jednego z nich odpowiedzieli±my prawidªowo, mo»emy oba te przedziaªy

usun¡¢ i rozwi¡za¢ zadanie dla pozostaªych

Je±li takiej pary przedziaªów nie ma, wówczas po posortowaniu wszystkich

przedziaªów rosn¡co po pocz¡tkach mamy ci¡g przedziaªów

[a1, b1), [a2, b2), . . . , [an, bn) takich, »e a1 < a2 < . . . < an oraz

b1 < b2 < . . . < bn. Poka»emy, »e mo»emy odpowedzie¢ NIE dla przedziaªów z

nieparzystym i , TAK dla tych z parzystym i dla ka»dego x tra�my co najmniej

wymagane
⌊
n−1
2

⌋

Omówienie zadania A. AGI
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nieparzystym i , TAK dla tych z parzystym i dla ka»dego x tra�my co najmniej

wymagane
⌊
n−1
2

⌋
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AGI

Rozwi¡zanie
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Dowód poprawno±ci

Dla ustalonego x ci¡g poprawnych skªada si¦ z (by¢ mo»e pustych) przedziaªów

zªo»onych kolejno z samych odpowiedzi NIE, TAK, NIE. Dopóki który± z tych

przedziaªów ma dªugo±¢ co najmniej 2, to dla jednego z nich odpowidzieli±my

prawidªowo, wi¦c mo»emy je oba usun¡¢

Je±li po usuni¦ciu zostan¡ ≤ 2 przedziaªy, to nie musimy odpowiedzie¢ poprawnie

dla »adnego z nich, je±li zostan¡ 3, to poprawne odpowiedzi to NIE, TAK, NIE, wi¦c

wszystkie 3 odpowiemy poprawnie
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Implementacja

Aby wydajnie wyznaczy¢ pary przedziaªów zawieraj¡ce si¦ w sobie mo»emy

posortowa¢ wszystkie przedziaªy po lewych ko«cach, trzyma¢ je na stosie, dla

ka»dego przedziaªu je±li zawiera si¦ w przedziale znajduj¡cym si¦ na szczycie stosu

ª¡czymy je w par¦ i oba usuwamy, w przeciwnym przypadku dodajemy na szczyt

stosu.

Caªa zªo»ono±¢ O(n log n)

Omówienie zadania A. AGI



B. Collatzowa Suma
Najszybsze rozwi¡zanie: Yahor Dubovik (0:34)

Autorzy zadania: Franciszek Witt, Arkadiusz Czarkowski



Collatzowa Suma

Tre±¢ zadania

f (x) =

{
x/2, gdy x jest parzyste,

3x + 1, gdy x jest nieparzyste

g(x) = f
(
f (. . . f︸ ︷︷ ︸
k razy

(x) . . . )
)

N∑
x=1

g(x) mod 109 + 7 =?

k ≤ 32,N ≤ 1012
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Collatzowa Suma

k = 0

Ci¡g to 1, 2, 3, 4, . . . ,N. Suma to N(N + 1)/2.

k = 1

Ci¡g rozbija si¦ na liczby parzyste, i nieparzyste.

Dla liczb parzystych mamy, kolejno, 1, 2, 3, 4, . . . ,N/2.
Dla liczb nieparzystych mamy, kolejno, 4, 10, 16, 22, . . . , 3N + 1 (albo 3(N − 1) + 1).

k = 2

Pierwszy ci¡g znowu rozbija si¦ na dwa, jak poprzednio: 1, 2, 3, 4, . . . ,N/4 i

4, 10, 16, 22, . . . , (3N/2+ 1).
Drugi ci¡g jest caªy parzysty, wi¦c przeksztaªca si¦ w 2, 5, 8, 11, . . . , (3N + 1)/2.
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Collatzowa Suma

Aplikujemy funkcj¦ Collatza do ci¡gu arytmetycznego

Ci¡g arytmetyczny ai + b dla i = 1, 2, . . .m oznaczmy przez {a, b,m}.
Jak wygl¡da ci¡g f (ai + b)?

Je±li a i b s¡ parzyste, to f ({a, b,m}) = {a/2, b/2,m}.
Je±li a jest parzyste, a b nie, to f ({a, b,m}) = {3a, 3b + 1,m}.
To si¦ nigdy nie wydarzy

Je±li a jest nieparzyste, to w wyniku mamy dwa podci¡gi. Je±li b jest parzyste, s¡

to {a/2, b/2, ⌈m/2⌉} oraz {3a, 3(a + b) + 1, ⌊m/2⌋}, drugi przypadek jest

symetryczny.
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Collatzowa Suma

Szkic rozwi¡zania

Umiemy zatem w O(1):

Przyªo»y¢ f do ci¡gu arytmetycznego, otrzymuj¡c 1 lub 2 ci¡gi.

Zsumowa¢ ci¡g arytmetyczny (no, umiemy)

To mo»emy zamieni¢ w rozwi¡zanie rekurencyjne:

Wynik({a, b,m, k}) = Wynik(f ({a, b,m}), k − 1).
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Collatzowa Suma

Zªo»ono±¢

Niech Fib(k) oznacza liczb¦ ci¡gów, w które zmieni si¦ pojedynczy ci¡g z nieparzystym

a po przyªo»eniu Collatza k razy.

Nieparzyste a

Nieparzyste a

Parzyste a Nieparzyste a

Fib(k) = Fib(k − 1) + Fib(k − 2).

Fib(32) = 5 702 887
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G. Meble
Najszybsze rozwi¡zanie: brak

Autor zadania: Marcin Smulewicz



Meble

Tre±¢ zadania

Mamy dan¡ plansz¦ A× B oraz n prostok¡tów o wymiarach ci × di

Chcemy rozmie±ci¢ prostok¡ty wszystkie tak, »eby »adne dwa na siebie nie

nachodziªy (mog¡ si¦ styka¢), tak »eby ka»dy staª przy przedniej lub tylnej ±cianie

(tej dªugo±ci A) i stykaª si¦ z ni¡ bokiem dªugo±ci ci

Wystarczy tylko odpowiedzie¢ czy si¦ da

Omówienie zadania G. Meble



Kluczowa obserwacja

Je±li istnieje rozwi¡zanie, to istnieje równie» rozwi¡zanie, w którym przy dolnej ±cianie

wszystkie meble s¡ dosuni¦te do lewej ±ciany i posortowane malejaco po gª¦boko±ciach,

a na górnej dosuni¦te do prawej i posortowane rosn¡co

Rozwi¡zanie

Podzielimy wszystkie meble na takie o wysoko±ci wi¦kszej ni» B/2 (nazwiemy je

du»ymi) oraz nie wi¦kszej ni» B/2 (nazwiemy je maªymi)

Posortujemy wszystkie meble malej¡co po: di dla du»ych mebli i B − di dla maªych,

a z równych warto±ci najpierw maªe, wówczas ka»dy maªy mebel koliduje tylko z

du»ymi meblami, które s¡ przed nim, a ka»dy du»y koliduje ze wszystkimi du»ymi.
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Rozwi¡zanie

W rozwi¡zaniu b¦dziemy korzysta¢ z programowania dynamicznego: dla ka»dego

pre�ksu mebli chcemy zna¢ wszystkie mo»liwe stany gdzie ustawiali±my ka»dy maªy

mebel maksymalnie z prawej przy dolnej ±cianie, lub maksymalnie z lewej przy górnej, a

ka»dy du»y maksymalnie z lewej przy dolnej, lub z prawej przy górnej gdzie interesuje

nas jak du»o fragment z maªymi meblami wystaje nad fragment z du»ymi po lewej oraz

po prawej.
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Rozwi¡zanie

Dla pustego pre�ksu mebli wybieramy od razu wielko±¢ pustego fragmentu po

lewej przy dolnej ±cianie i po prawej przy górnej. Suma ich dªugo±ci jest równa

2A−
n∑

i=1

ci , co daje nam O(A) stanów.

Dla ka»dego mebla rozpatrujemy dwa przypadki w którym miejscu chcemy go

postawi¢.

Ustawiaj¡c maªego mebla zwi¦kszamy odpowiedni wystaj¡cy fragment o jego

szeroko±¢
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Rozwi¡zanie

Ustawiaj¡c du»ego zmniejszamy odpowiedni wystaj¡cy fragment o jego szeroko±¢

Je»eli w jakimkolwiek momencie fragment z du»ymi meblami wystaje ponad

fragment z krótkimi to kolejny maªy mebel b¦dzie kolidowaª z ustawionym ju»

du»ym
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Rozwi¡zanie
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Rozwi¡zanie

Suma dªugo±ci wystaj¡cych fragmentów na górnej i dolnej ±cianie jest równa

2A−
n∑

i=1

ci +
∑

i :maªe

ci −
∑

i :du»e

ci , czyli jest taka sama dla wszystkich stanów co daje

O(A) stanów, co daje rozwi¡zanie caªego zadania w O(nA)

n ≤ 1000,A ≤ 106, czyli wci¡» za wolno

Dla ka»dego stanu interesuje nas jedynie, czy dany stan jest osi¡galny, mo»emy

trzyma¢ stany na bitsecie, na i-tym indeksie warto±¢ 1 je±li stan z zapasem

wielko±ci i w dolnej cz¦±ci jest osi¡galny i 0 w przeciwnym przypadku.

Potrzebujemy operacji ora dwóch bitsetów, które dostaniemy dodaj¡c mebel na

górze lub na dole oraz przesuni¦cia bitowego i wyzerowania fragmentu gdzie

i > suma dªugo±ci zapasów (czyli takich, gdzie drugi wystaj¡cy fragment jest

ujemny), a wszystko da si¦ zrobi¢ na bitsecie w O(A/64), co daje caª¡ zªo»ono±¢

O(nA/64)
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I. Mikoªaj
Najszybsze rozwi¡zanie: Kamil D¦bowski (0:15)

Autor zadania: Marcin Smulewicz



Mikoªaj

Tre±¢ zadania

Dane:

N prezentów: jako±ci −106 ≤ ji ≤ 106.

M dzieci: grzeczno±ci −106 ≤ gi ≤ 106.

K prezentów trzeba dzi± rozda¢.

Za przydzielenie (ji , gl ), zyskujemy ji · gl . Szukamy:

max
K∑
i=1

jf (i)gh(i)

dla ró»nowarto±ciowych f oraz h.
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Sortujemy

f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fn

g1 ≤ g2 ≤ · · · ≤ gm

Przypadek N = M = K = 2

f1 · g2 + f2 · g1

≤

f1 · g1 + f2 · g2

0 ≤

(f2 − f1) · (g2 − g1)

= f1 · g1 + f2 · g2 − f1 · g2 − f2 · g1.
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Istnieje fi · gj > 0

Oba ujemne

� najlepiej f1 · g1.

Oba dodatnie � najlepiej fn · gm.

Zaªó»my f1 · g1 ≥ fn · gm.

Czy OPT u»ywa f1 i g1?

Nie u»ywa »adnego � wyrzucamy dowolne fi · gj , dokªadamy f1 · g1 � mamy zysk.

Nie u»ywa g1 (u»ywa f1) � wyrzucamy f1 · gi , dokªadamy f1 · g1 � mamy zysk.

Nie u»ywa f1 � analogicznie � mamy zysk.

Mo»na wzi¡¢ oba zachªannie! � i zachªannie sparowa¢ f1 · g1.

f1 · g1 < fn · gm � analogicznie. Powtarzamy w p¦tli.
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Wszystkie fi · gj ≤ 0

Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.

W tym samym: f1 < 0 < fn ⇒ ∀igi = 0 � parujemy jakkolwiek.

W innych: ∀i fi ≥ 0 ∧ gi ≤ 0.

fi nieujemne; gi niedodatnie

Zaªó»my, »e OPT nie u»ywa fi dla i ≤ k ⇒ wzi¦ªo par¦ fj · gl dla j > k .

Wyrzucamy fj · gl , dokªadamy fi · gl � mamy zysk (gl ≤ 0 ∧ fi ≤ fj)

Wniosek: bierzemy zachªannie f1, . . . , fk .
Analogicznie, bierzemy zachªannie gm−k+1, gm−k+2, . . . , gm.
Parujemy f1 · gm−k+1, f2 · gm−k+2, . . . , fk · gm.

Zªo»ono±¢: O(n log n) (Sortowanie)
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L. Skierowane Hanoi
Najszybsze rozwi¡zanie: Kamil D¦bowski (2:22)

Autor zadania: Marcin Smulewicz



Skierowane Hanoi

Tre±¢ zadania

Dany jest graf skierowany acykliczny na N ≤ 500 sªupkach.

Mamy K kr¡»ków, o rozmiarach od 1 do K , uªo»onych malej¡co na sªupku 1.

Mo»emy przenie±¢ najmniejszy kr¡»ek z dowolnego sªupka A na inny sªupek B , o
ile:

Istnieje ±cie»ka ze sªupka A do sªupka B
Na sªupku B nie ma mniejszego kr¡»ka

Dla jakiego najwi¦kszego K da si¦ wszystkie kr¡»ki przenie±¢ na sªupek N?
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Skierowane Hanoi

Proste przypadki

Mo»emy wyrzuci¢ z grafu wszystkie sªupki, do których nie da si¦ doj±¢ z 1.

I sªupki, z których nie da si¦ doj±¢ do N.

Je±li z 1 nie da si¦ doj±¢ do N, to odpowiedzi¡ jest 0.

W przeciwnym razie, wida¢, »e da si¦ liczba wierzchoªków poª¡czonych zarówno z

1 jak i N, minus 1. Czy da si¦ lepiej?
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Skierowane Hanoi

Szkic rozwi¡zania

Przykªad pokazaª kluczow¡ ide¦ rozwiazania. Aby przenie±¢ K kr¡»ków z A na B :

Wybieramy sªupek C gdzie± po±rodku

Przenosimy x kr¡»ków z A na C

Przenosimy pozostaªe K − x kr¡»ków z A na B nie wykorzystuj¡c C

Przenosimy x kr¡»ków z C na B

Jak wybra¢ C oraz x?
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Skierowane Hanoi

Szkic rozwi¡zania

Je±li znamy C , to wybór x jest prosty � chcemy jak najwi¦ksze. Dokªadniej:

Musimy by¢ w stanie przesun¡¢ x kr¡»ków z A na C

Musimy by¢ w stanie przesun¡¢ x kr¡»ków z C na B

Niech f (A,B) oznacza najwi¦ksz¡ liczb¦ kr¡»ków, które jeste±my w stanie przesun¡¢ z

A na B . To teraz b¦dziemy chcieli wzi¡¢ x = min{f (A,C ), f (C ,B)}.
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Skierowane Hanoi

Szkic rozwi¡zania

To, co wydaje si¦ trudne, to zrozumienie, jak usuni¦cie C wpªynie na to, ile mo»emy

przesun¡¢ kr¡»ków z A do B .

Otó» prawie wcale nie wpªynie.
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Skierowane Hanoi

Szkic rozwi¡zania

Jak wygl¡da przesuwanie klocków z A do B z pomini¦ciem C? Znowu, wybieramy D

pomi¦dzy A i B tak, by x ′ = min{f ′(A,D), f ′(D,B)} byªo jak najwi¦ksze, gdzie f ′ to
liczba kr¡»ków, które mo»emy przesun¡¢ w gra�e z usuni¦tym C .

Poka»emy, »e usuni¦cie C nic nie zmieniªo, czyli »e

min{f ′(A,D), f ′(D,B)} = min{f (A,D), f (D,B)}.
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Skierowane Hanoi

Szkic rozwi¡zania

Graf jest acykliczny, wi¦c istnieje tylko jedna ze ±cie»ek C → D lub D → C ,

powiedzmy, »e ta pierwsza.

Je±li nie istnieje »adna, to usuni¦cie C nie wpªywa na przenoszenie klocków z ani

do D. Powiedzmy wi¦c, »e istnieje tylko ±cie»ka C → D.

Wobec tego, f ′(D,B) = f (D,B) � C nie znajduje si¦ na »adnej ±cie»ce z D do

B , wi¦c nie wykorzystujemy go przekªadaj¡c kr¡»ki z D na B , czyli usuni¦cie go nic

nie zmienia.

Z drugiej strony, f ′(A,D) ≥ f (A,C ). Je±li mamy strategi¦ przeniesienia f (A,C )
kr¡»ków z A na C , to dokªadnie t¡ sam¡ strategi¡ mo»emy przenie±¢ te same

klocki na D, nie u»ywaj¡c C � kiedy mamy przeªo»y¢ klocek na C , to zamiast

tego przekªadamy go na D.

St¡d, f ′(A,D) ≥ f (A,C ) ≥ min{f (A,C ), f (C ,B)} ≥ min{f (A,D), f (D,B)}.
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Szkic rozwi¡zania
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Podsumowanie

f (A,B) = 1+
∑

C min{f (A,C ), f (C ,B)} po C takich, »e istniej¡ ±cie»ki A → C i

C → B .

Wi¦cej si¦ nie da � w momencie, w którym przenosimy najwi¦kszy kr¡»ek z A, to

wszystkie pozostaªe kr¡»ki musz¡ znajdowa¢ si¦ na jakich± po±rednich C , i na

»adnym C nie mo»e si¦ znajdowa¢ wi¦cej ni» f (A,C ) (bo nie mamy jak ich tam

wªo»y¢), ani wi¦cej ni» f (C ,B), bo ich nie zdejmiemy.

Strategia osi¡gni¦cia tej warto±ci to przenoszenie kr¡»ków na sªupki od

najwi¦kszego min{f (A,C ), f (C ,B)}.
Warto±ci f wyliczamy dynamikiem w O(N3).
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Tre�e

Tre±¢ zadania

Algosia ma ai , a2, . . . lub ak tre�i, Bajtek ma b1, b2, . . . lub bl tre�i.

Je±li ª¡cznie maj¡ X lub wi¦cej tre�i, optymalny kontrakt to N + 1, je±li mniej �

optymalny kontrakt to N.

Kontrakt osi¡ga si¦ przez licytacj¦. Algosia i Bajtek ruszaj¡ si¦ naprzemiennie. W ruchu

gracz:

proponuje kontrakt (liczba caªkowita dodatnia wi¦ksza ni» poprzednio

zaproponowana), lub

akceptuje ostatni zaproponowany kontrakt, co ko«czy licytacj¦

Pierwszy gracz musi zaproponowa¢ jaki± (caªkowity dodatni) kontrakt.

Wygrywaj¡, je±li uda im si¦ wylicytowa¢ optymalny kontrakt.
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Tre�e

Tre±¢ zadania

Mo»liwe liczby tre�i na r¦ce Algosi i Bajtka, oraz wybrany system licytacji, to wiedza

wspólna. Konkretna liczba tre�i na r¦ce gracza jest znana tylko temu graczowi.

Dla jakiego najmniejszego N istnieje strategia licytacji, która gwarantuje uzyskanie

optymalnego kontraktu?

Limity

k , l ≤ 1 000

ai , bi ,X ≤ 109
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Przykªad

Algosia ma 1, 5, 7, 10 lub 12 tre�i, Bajtek ma 2, 6 lub 9. Optymalny kontrakt ro±nie przy

ª¡cznie 13 tre�ach na r¦ku.
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Przykªad

W tym przykªadzie, w tre±ci zadania, podany jest przykªad strategii licytacyjnej

dziaªaj¡cej dla N = 3. Prze±led¹my go, je±li Algosia ma 7 tre�i, a Bajtek � 6.
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Tre�e

Przykªad

W tym przykªadzie, w tre±ci zadania, podany jest przykªad strategii licytacyjnej

dziaªaj¡cej dla N = 3. Prze±led¹my go, je±li Algosia ma 7 tre�i, a Bajtek � 6.
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Przykªad

W tym przykªadzie, w tre±ci zadania, podany jest przykªad strategii licytacyjnej
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Tre�e

Wst¦pne redukcje

Warto±ci liczbowe w tej tabeli nie s¡ istotne � licz¡ si¦ tylko kolory.

Je±li w jakiej± kolumnie s¡ same zielone liczby, mo»emy od razu powiedzie¢ N + 1.

Czyli optymalny kontrakt nie zmieni si¦, je±li dodamy lub usuniemy tak¡ kolumn¦.

W przeciwnym razie nie mo»emy powiedzie¢ N + 1 (bo wynikiem mo»e by¢ N).

Wobec tego, je±li w jakiej± kolumnie s¡ same zielone liczby, to nasz partner b¦dzie

mógª zaproponowa¢ N + 1.

Czyli mo»emy te» usun¡¢ wszystkie kolumny, które s¡ caªe zielone.

Je±li s¡ dwie takie same wiersze, lub dwie takie same kolumny, to mo»emy je

uto»sami¢ (gra¢ dla nich t¡ sam¡ strategi¡, i wszystko jedno, który z nich jest

prawd¡).
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Tabela po redukcjach � przykªad

1 5 7 10 12

9

6

2

10

7

3

14

11

7

16

13

9

19

16

12

21

18

14

Tabela po redukcjach:

Zawsze b¦dzie kwadratowa

Pierwsza kolumna i pierwszy wiersz b¦d¡ caªe czerwone

Rozmiar tabeli jednoznacznie wyznacza zawarto±¢.
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Tre�e

Strategia � maªe tabele

Niech R(x) oznacza maksymaln¡ liczb¦ wierszy tak¡, »e istnieje optymalna

strategia rozró»niaj¡ca kontrakt x od x + 1 dla tabeli R(x)× R(x) (po redukcji).

R(0) = 0. Algosia musi zaproponowa¢ przynajmniej 1, wi¦c strategia istnieje tylko

wtedy, gdy po redukcji nie zostan¡ »adne wiersze (czyli tabela jest caªa zielona).

R(1) = 1. Dla tabeli 1× 1, Algosia proponuje 1 i Bajtek akceptuje. Dla tabeli
2× 2 ju» si¦ nie uda:

Algosia nie mo»e zaryzykowa¢ powiedzenia na pocz¡tku 2 (bo Bajtek mo»e by¢ w
caªym czerwonym wierszu)
Bajtek po usªyszeniu 1, je±li jest w mieszanym wierszu, nie wie, czy podbi¢ do 2.
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Mo»liwo±ci Bajtka

Powiedzmy, »e Algosia i Bajtek graj¡ próbuj¡c odró»ni¢ optymalny kontrakt x od x + 1,

na tabeli a × a. Algosia proponuje x − y , co Bajtek wie, »e Algosia zrobi dla pewnej

grupy b kolumn (w zredukowanej tabeli). Jak wygl¡da teraz sytuacja Bajtka?

Bajtek mo»e usun¡¢ z tabeli wszystkie kolumny poza b, a nast¦pnie zredukowa¢

tabel¦ (do tabeli b × b).

Je±li y = 0, to jedyn¡ opcj¡ Bajtka jest zaakceptowa¢ (nie mo»e powiedzie¢ x + 1

w zredukowanej tabeli, bo ka»dy wiersz zawiera czerwone pola), czyli b = 1.

Je±li y = 1, to Bajtek mo»e wyª¡cznie powiedzie¢ x (nie mo»e powiedzie¢ x + 1,

jak wy»ej, i nie mo»e zaakceptowa¢, bo x − 1 nigdy nie jest optymalne). Wi¦c

znowu b = 1.

A ogólniej, dla y > 0, Bajtek musi powiedzie¢ co± wi¦kszego od x − y . Czyli

sytuacja Bajtka jest taka, jakby graª jako pierwszy na tabeli b × b próbuj¡c

odró»ni¢ y od y + 1. Czyli b ≤ R(y).
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Ruchy Algosi

Zatem Algosia mo»e:

Powiedzie¢ x dla jednej kolumny,

Powiedzie¢ x − 1 dla R(1) = 1 kolumny,

Powiedzie¢ x − 2 dla R(2) kolumn, . . .

Powiedzie¢ 1 dla R(x − 1) kolumn.

Zatem R(x) = 1+ R(1) + R(2) + . . .+ R(x − 1), czyli R(x) = 2x−1.
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Przykªad

Prze±led¹my to na przykªadzie.

X = 13, a = (1, 2, 5, 7, 10, 12), b = (2, 5, 6, 9).
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Przykªad

Prze±led¹my to na przykªadzie.

1 2 5 7 10 12

9

6

5

2
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Przykªad

Prze±led¹my to na przykªadzie.
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9

6
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10

7
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11
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10
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16

13

12

9

19

16

15

12
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18

17

14

Omówienie zadania M. Tre�e



Tre�e

Przykªad

Redukujemy kolumy 12 (Algosia od razu mówi N + 1) i 1 (Algosia gra tak samo jak dla

kolumy 2) i dostajemy tabel¦ 4× 4.

2 5 7 10
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11

8

7
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14

11

10

7

16

13

12

9

19

16

15

12

Omówienie zadania M. Tre�e



Tre�e

Przykªad

R(3) = 4, czyli gracze chc¡ odró»ni¢ 3 od 4. Algosia mówi 1 dla dowolnych dwóch

kolumn (powiedzmy 5 i 10), 2 dla jednej kolumny (powiedzmy 2) i 3 dla jednej kolumny

(powiedzmy 7).

Co robi Bajtek je±li Algosia powie 1?

2 5 7 10
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7
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14

11

10
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19

16

15
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Przykªad

Co robi Bajtek je±li Algosia powie 1 (dla kolumn 5 i 10)?

Usuwa kolumny 2 i 7.

5 10
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Przykªad

Co robi Bajtek je±li Algosia powie 1 (dla kolumn 5 i 10)?

Usuwa kolumny 2 i 7.

Redukuje wiersz 9 (odpowiada 4) i wiersz 5 (gram tak samo jak dla wiersza 6).

5 10

6

2

11

7

16

12
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Przykªad

Co robi Bajtek je±li Algosia powie 1 (dla kolumn 5 i 10)?

Usuwa kolumny 2 i 7.

Redukuje wiersz 9 (odpowiada 4) i wiersz 5 (gram tak samo jak dla wiersza 6).

Gra jak w tabeli 2× 2 � mówi 2 dla jednego z wierszy (powiedzmy 5) i 3 dla

drugiego (powiedzmy 2).
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2

11

7

16

12
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Podsumowanie

Tworzymy tablic¦ boolowsk¡ k × l , wstawiaj¡c w pole (i , j) warto±¢ ai + bj ≥ X

Usuwamy wszystkie wiersze i kolumny z samych jedynek

Usuwamy wszystkie powtarzaj¡ce si¦ wiersze i kolumny (b¦d¡ s¡siadowa¢)

Je±li nic nie zostaªo, zwracamy 0

Je±li zostaªo x wierszy, zwracamy ⌈log2 x⌉+ 1
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