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C. Podciagi DNA

Najszybsze rozwiazanie: Adam Gasienica-Samek (4:49)



Podciggi DNA

Alfabet: ACGT.

Stowo s jest k-bogate, gdy zawiera wszystkie k-literowe stowa nad ACGT jako podciagi.
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Alfabet: ACGT.
Stowo s jest k-bogate, gdy zawiera wszystkie k-literowe stowa nad ACGT jako podciagi.
Wejscie: stowo s dtugosci n = |s| (n < 200 000).
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Podciggi DNA

Alfabet: ACGT.
Stowo s jest k-bogate, gdy zawiera wszystkie k-literowe stowa nad ACGT jako podciagi.
Wejscie: stowo s dtugosci n = |s| (n < 200 000).

Wyjscie: dla kazdego k € [1, n]: lle znakéw trzeba zmieni¢ w s, by stato sie k-bogate?
Czy w ogole sie da?

Oméwienie zadania C. Podciggi DNA



Podciggi DNA
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k=3 = TAK
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Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

Oméwienie zadania C. Podciggi DNA



Podciggi DNA

TTCTGAJAGATAGCITAGATTAACIGGC

k=3 = TAK
k=4 = NIE, stowo ACCT

Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

k> 7 = nie da sie.
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Podciggi DNA

TTCTGAJAGATAGCITAGATTAACIGGC

k=3 = TAK
k=4 = NIE, stowo ACCT

Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

k> 7 = nie da sie.
k <7 = minimalny koszt podziatu s na podstowa dtugosci > 4.
(Koszt podstowa = # brakujacych literek, koszt podziatu = suma kosztéw podstow.)
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Podciggi DNA

Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

k <7 = minimalny koszt podziatu s na podstowa dtugosci > 4.
(Koszt podstowa = # brakujacych literek, koszt podziatu = suma kosztéw podstfow.)

TTCTGAAGATAGCTAGATTAACGGC
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Podciggi DNA

Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

k <7 = minimalny koszt podziatu s na podstowa dtugosci > 4.
(Koszt podstowa = # brakujacych literek, koszt podziatu = suma kosztéw podstow.)

TTCTGA

AGATAGC

TAGAT

0

0

1

Wynik dla k =4 to 1.

.
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Podciggi DNA

Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

k <7 = minimalny koszt podziatu s na podstowa dtugosci > 4.
(Koszt podstowa = # brakujacych literek, koszt podziatu = suma kosztéw podstow.)

TTCE)PGA AGA"I(")AGC TAlGAT TAA%GGC

Wynik dla k =4 to 1.

TTCTGA|AGAT|AGCT|AGAT|TAACGGC
0 1 0 1 0

Wynik dla k =5 to 2.

.
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Podciggi DNA

Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

Funkcja kosztu dla 0 < k < 7 wypuktal =
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Podciggi DNA

Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

Funkcja kosztu dla 0 < k < 7 wypukta! = parametric search.
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Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

Funkcja kosztu dla 0 < k < 7 wypukta! = parametric search.

Podproblem do rozwigzania w parametric searchu

Podziel s na podstowa dtugosci > 4.
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Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

Funkcja kosztu dla 0 < k < 7 wypukta! = parametric search.

Podproblem do rozwigzania w parametric searchu

Podziel s na podstowa dtugosci > 4.

@ Otrzymujesz X monet za kazde podstowo.
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Podciggi DNA

Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

Funkcja kosztu dla 0 < k < 7 wypukta! = parametric search.

Podproblem do rozwigzania w parametric searchu

Podziel s na podstowa dtugosci > 4.
@ Otrzymujesz X monet za kazde podstowo.
e Tracisz 1 monete za brakujaca literke A/C/G/T w podstowie.
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Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

Funkcja kosztu dla 0 < k < 7 wypukta! = parametric search.

Podproblem do rozwigzania w parametric searchu

Podziel s na podstowa dtugosci > 4.
@ Otrzymujesz X monet za kazde podstowo.
e Tracisz 1 monete za brakujaca literke A/C/G/T w podstowie.

Zgromadz jak najwiecej monet.

Nietrudne ¢éwiczenie: rozwigza¢ podproblem w O(n).

Oméwienie zadania C. Podciggi DNA
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Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

Funkcja kosztu dla 0 < k < 7 wypukta! = parametric search.

Podproblem do rozwigzania w parametric searchu

Podziel s na podstowa dtugosci > 4.
@ Otrzymujesz X monet za kazde podstowo.
e Tracisz 1 monete za brakujaca literke A/C/G/T w podstowie.

Zgromadz jak najwiecej monet.

Nietrudne éwiczenie: rozwiaza¢ podproblem w O(n). (Dos¢ prosty dynamik.)
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Podciggi DNA

Koszt sprawienia, by stowo s byto k-bogate

Funkcja kosztu dla 0 < k < 7 wypukta! = parametric search.

Podproblem do rozwigzania w parametric searchu

Podziel s na podstowa dtugosci > 4.
@ Otrzymujesz X monet za kazde podstowo.
e Tracisz 1 monete za brakujaca literke A/C/G/T w podstowie.

Zgromadz jak najwiecej monet.

Nietrudne éwiczenie: rozwiaza¢ podproblem w O(n). (Dos¢ prosty dynamik.)

Standardowy parametric search = Dla jednego k rozwiagzanie w O(nlog n). J

Oméwienie zadania C. Podciggi DNA



Podciggi DNA
Rozwiazanie dla wszystkich 0 < k < 7

Ukryta funkcja wypukta f : {0,..., 7} —
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Ukryta funkcja wypukta f : {0,..., 7} — {0,.
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Podciggi DNA
Rozwiazanie dla wszystkich 0 < k < 7

Ukryta funkcja wypukta f: {0,..., 7} — {0,.
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Podciggi DNA

Rekurencja

Ukryta funkcja wypukta f: {x1,...,x2} = {y1,...,y2}. Mamy f(x1) = y1, f(x2) = y».
Odzyskaj f.
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Rekurencja

Ukryta funkcja wypukta f: {x1,...,x2} = {y1,...,y2}. Mamy f(x1) = y1, f(x2) = y».
Odzyskaj f.

@ Uruchom podzadanie dla X = LMJ

X2—X1
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Podciggi DNA

Rekurencja

Ukryta funkcja wypukta f: {x1,...,x2} = {y1,...,y2}. Mamy f(x1) = y1, f(x2) = y».
Odzyskaj f.

@ Uruchom podzadanie dla X = LMJ

X2—X1

o If punkt (x2,y2) lezy na stycznej = ukryta funkgcja jest liniowa!

Oméwienie zadania C. Podciggi DNA



Podciggi DNA

Rekurencja

Ukryta funkcja wypukta f: {x1,...,x2} = {y1,...,y2}. Mamy f(x1) = y1, f(x2) = y».
Odzyskaj f.

@ Uruchom podzadanie dla X = LMJ

Xp —X1
o If punkt (x2,y2) lezy na stycznej = ukryta funkgcja jest liniowa!

o Else niech punkt (x,y) = max na prawo punkt stycznosci.
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Podciggi DNA

Rekurencja

Ukryta funkcja wypukta f: {x1,...,x2} = {y1,...,y2}. Mamy f(x1) = y1, f(x2) = y».
Odzyskaj f.

@ Uruchom podzadanie dla X = LMJ

Xp —X1
o If punkt (x2,y2) lezy na stycznej = ukryta funkgcja jest liniowa!

o Else niech punkt (x,y) = max na prawo punkt stycznosci.
Mamy x; < x < xp.
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Podciggi DNA

Rekurencja

Ukryta funkcja wypukta f: {x1,...,x2} = {y1,...,y2}. Mamy f(x1) = y1, f(x2) = y».
Odzyskaj f.

@ Uruchom podzadanie dla X = LMJ

Xp —X1
o If punkt (x2,y2) lezy na stycznej = ukryta funkgcja jest liniowa!

o Else niech punkt (x,y) = max na prawo punkt stycznosci.
Mamy x; < x < xp.
Rekurencja dla f: {x1,...,x} = {»m,...,y}.
Rekurencja dla f : {x,...,x} = {y,...,»}.

Oméwienie zadania C. Podciggi DNA



Podciggi DNA

Rekurencja — przyktad
Ukryta funkcja wypukta £ : {0,...,15} — {0,...,30}. Mamy f(0) =0, f(15) = 30.
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Rekurencja — przyktad
Ukryta funkcja wypukta £ : {0,...,15} — {0,...,30}. Mamy f(0) =0, f(15) = 30.

30
28
26
24
22
20
18
16
14
12
10

8

B
4
2

=
o
wi
=l
n
o
-
o
©
-
=53
-
e
-
=i
._.
o
-
=
=
e

Oméwienie zadania C. Podciggi DNA



Podciggi DNA

Rozwiazanie dla wszystkich 0 < k < 7
Ukryta funkcja wypukta f : {0,..., 7} = {0,...,n}.

Kazdy krok rekurencji: czas O(n) i odkrywa nowy punkt otoczki!

.
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Podciggi DNA

Rozwiazanie dla wszystkich 0 < k < 7
Ukryta funkcja wypukta f : {0,..., 7} = {0,...,n}.

Kazdy krok rekurencji: czas O(n) i odkrywa nowy punkt otoczki!

Obserwacja: f ma maksymalnie O(y/n) punktéw na otoczce.
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Podciggi DNA

Rozwiazanie dla wszystkich 0 < k < 7
Ukryta funkcja wypukta f : {0,..., 7} = {0,...,n}.

Kazdy krok rekurencji: czas O(n) i odkrywa nowy punkt otoczki!

Obserwacja: f ma maksymalnie O(y/n) punktéw na otoczce.

Whiosek: ostateczna ztozonos¢ O(ny/n).
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Podciggi DNA

Rozwiazanie dla wszystkich 0 < k < 7
Ukryta funkcja wypukta f : {0,..., 7} = {0,...,n}.

Kazdy krok rekurencji: czas O(n) i odkrywa nowy punkt otoczki!
Obserwacja: f ma maksymalnie O(y/n) punktéw na otoczce.

Whiosek: ostateczna ztozonos¢ O(ny/n).

.

Alternatywne rozwigzanie

Oméwienie zadania C. Podciggi DNA



Podciggi DNA

Rozwiazanie dla wszystkich 0 < k < 7
Ukryta funkcja wypukta f : {0,..., 7} = {0,...,n}.

Kazdy krok rekurencji: czas O(n) i odkrywa nowy punkt otoczki!
Obserwacja: f ma maksymalnie O(y/n) punktéw na otoczce.

Whiosek: ostateczna ztozonos¢ O(ny/n).

.

Alternatywne rozwigzanie

o Piszemy kwadratowego dynamika dp|n, k|.
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Podciggi DNA

Rozwiazanie dla wszystkich 0 < k < 7
Ukryta funkcja wypukta f : {0,..., 7} = {0,...,n}.

Kazdy krok rekurencji: czas O(n) i odkrywa nowy punkt otoczki!
Obserwacja: f ma maksymalnie O(y/n) punktéw na otoczce.

Whiosek: ostateczna ztozonos¢ O(ny/n).

.

Alternatywne rozwigzanie

o Piszemy kwadratowego dynamika dp|n, k|.
o Obserwacja: V, <, funkcja dp[n’, x] jest wypukta dla x € [0, "T/]!
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Podciggi DNA

Rozwiazanie dla wszystkich 0 < k < 7
Ukryta funkcja wypukta f : {0,..., 7} = {0,...,n}.

Kazdy krok rekurencji: czas O(n) i odkrywa nowy punkt otoczki!
Obserwacja: f ma maksymalnie O(y/n) punktéw na otoczce.

Whiosek: ostateczna ztozonos¢ O(ny/n).

Alternatywne rozwigzanie
o Piszemy kwadratowego dynamika dp|n, k|.
o Obserwacja: V, <, funkcja dp[n’, x] jest wypukta dla x € [0, "T/]!
e = Kompresujemy wszystkie funkcje dp[n’, x| do postaci O(+/n) odcinkéw.

v
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Rozwiazanie dla wszystkich 0 < k < 7

Podciggi DNA

Ukryta funkcja wypukta f : {0,..., 7} = {0,...,n}.
Kazdy krok rekurencji: czas O(n) i odkrywa nowy punkt otoczki!
Obserwacja: f ma maksymalnie O(y/n) punktéw na otoczce.

Whiosek: ostateczna ztozonos¢ O(ny/n).

Alternatywne rozwigzanie
o Piszemy kwadratowego dynamika dp|n, k|.
o Obserwacja: V, <, funkcja dp[n’, x] jest wypukta dla x € [0, "T/]!
e = Kompresujemy wszystkie funkcje dp[n’, x| do postaci O(+/n) odcinkéw.

@ Troche meczarni = inne rozwiazanie w O(n+/n).

.

Oméwienie zadania C. Podciggi DNA



D. Gietda paprotek

Najszybsze rozwiazanie: Yahor Dubovik (4:15)



Gietda paprotek

Ciag liczb catkowitych a1, ap,...a, oznacza koszty sprzedazy oraz kupna paprotek w
kolejne dni.
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Gietda paprotek

Ciag liczb catkowitych a1, ap,...a, oznacza koszty sprzedazy oraz kupna paprotek w
kolejne dni.

Przez f(a) oznaczamy maksymalny mozliwy zysk z handlu paprotkami, jesli kazdego
dnia mozemy sprzedaé lub kupi¢ co najwyzej jedng paprotke, liczba posiadanych
paprotek nie moze spas¢ ponizej zera oraz wszystkie koszty znamy zawczasu.
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Gietda paprotek

Ciag liczb catkowitych a1, ap,...a, oznacza koszty sprzedazy oraz kupna paprotek w
kolejne dni.

Przez f(a) oznaczamy maksymalny mozliwy zysk z handlu paprotkami, jesli kazdego
dnia mozemy sprzedaé lub kupi¢ co najwyzej jedng paprotke, liczba posiadanych
paprotek nie moze spas¢ ponizej zera oraz wszystkie koszty znamy zawczasu.

Przez g(n) oznaczamy sume po f(p), gdzie jako p podstawiamy wszystkie permutacje
n-elementowe.
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Gietda paprotek

Ciag liczb catkowitych a1, ap,...a, oznacza koszty sprzedazy oraz kupna paprotek w
kolejne dni.

Przez f(a) oznaczamy maksymalny mozliwy zysk z handlu paprotkami, jesli kazdego
dnia mozemy sprzedaé lub kupi¢ co najwyzej jedng paprotke, liczba posiadanych
paprotek nie moze spas¢ ponizej zera oraz wszystkie koszty znamy zawczasu.

Przez g(n) oznaczamy sume po f(p), gdzie jako p podstawiamy wszystkie permutacje
n-elementowe. Nalezy obliczy¢ g(1),g(2),...,g(k) dla zadanego k.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Klasyczny problem statyczny
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Gietda paprotek

Klasyczny problem statyczny

Dla zadanego statycznego ciagu kosztéw iterujemy sie po nim utrzymujac kolejke
priorytetowa.
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Gietda paprotek

Klasyczny problem statyczny

Dla zadanego statycznego ciagu kosztéw iterujemy sie po nim utrzymujac kolejke
priorytetowa. Mijajac koszt x wrzucamy liczbe x na kolejke priorytetowa, nastepnie
usuwamy z niej minimum, a nastepnie wrzucamy x jeszcze raz.
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Gietda paprotek

Klasyczny problem statyczny

Dla zadanego statycznego ciagu kosztéw iterujemy sie po nim utrzymujac kolejke
priorytetowa. Mijajac koszt x wrzucamy liczbe x na kolejke priorytetowa, nastepnie
usuwamy z niej minimum, a nastepnie wrzucamy x jeszcze raz.

Czy to sie przyda?
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Gietda paprotek

Klasyczny problem statyczny

Dla zadanego statycznego ciagu kosztéw iterujemy sie po nim utrzymujac kolejke
priorytetowa. Mijajac koszt x wrzucamy liczbe x na kolejke priorytetowa, nastepnie
usuwamy z niej minimum, a nastepnie wrzucamy x jeszcze raz.

Czy to sie przyda?

Raczej nie. ..

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Klasyczny problem statyczny

Dla zadanego statycznego ciagu kosztéw iterujemy sie po nim utrzymujac kolejke
priorytetowa. Mijajac koszt x wrzucamy liczbe x na kolejke priorytetowa, nastepnie
usuwamy z niej minimum, a nastepnie wrzucamy x jeszcze raz.

Czy to sie przyda?

Raczej nie. . . (aczkolwiek przyda sie do dowodu poprawnosci finalnego algorytmu)

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Alternatywne spojrzenie
Dla wybranego x skupmy sie na przedziale wartosci miedzy x, a x + 1.

/

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Alternatywne spojrzenie
Dla wybranego x skupmy sie na przedziale wartosci miedzy x, a x + 1.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Ograniczenie gérne

Dla takiego przedziatu mozemy obliczyé maksymalng liczbe odcinkéw, ktére przez niego
przejda.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Ograniczenie gérne

Dla takiego przedziatu mozemy obliczyé maksymalng liczbe odcinkéw, ktére przez niego
przejda. Suma tych wartosci po wszystkich x bedzie ograniczaé wynik od géry.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Ograniczenie gérne

Dla takiego przedziatu mozemy obliczyé maksymalng liczbe odcinkéw, ktére przez niego
przejda. Suma tych wartosci po wszystkich x bedzie ograniczaé wynik od géry.

Obserwacja

Suma tych wartosci jest doktadnie réwna wynikowi.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Ciag binarny

Dla x zmieniamy warto$ci < x w —1 i > x w 1. Kazde ufozenie 1 i —1 znajduje sie w
x!+(n — x)! permutacjach.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Ciag binarny

Dla x zmieniamy warto$ci < x w —1 i > x w 1. Kazde ufozenie 1 i —1 znajduje sie w
x!- (n — x)! permutacjach.

Zaleznie od utozenia mozemy prosto wyrazi¢ maksymalng liczbe odcinkéw, ktére moga
przecia¢ przedziat, rysujac wykres sum prefiksowych ciagu.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

T T T T T T T
] 1 '\74 5 & 7 g8 9
-1

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

T T T T T T T
] 1 '\74 5 & 7 g8 9
-1

Prosty wzorek

Maksymalna liczba odcinkéw to n — x (liczba jedynek) zmniejszone o maksymalng sume
prefiksowa ciagu.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

T T T T T T T
] 1 '\74 5 & 7 g8 9
-1

Prosty wzorek

Maksymalna liczba odcinkéw to n — x (liczba jedynek) zmniejszone o maksymalng sume
prefiksowa ciagu. Dla ustalonego x chcemy posumowaé n — x — max_ pref po
wszystkich ciagach z x —1i (n — x) 1.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek
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T T T T T T T
] 1 '\74 5 & 7 g8 9
-1

Prosty wzorek

Maksymalna liczba odcinkéw to n — x (liczba jedynek) zmniejszone o maksymalng sume
prefiksowa ciagu. Dla ustalonego x chcemy posumowaé n — x — max_ pref po
wszystkich ciagach z x —1 i (n — x) 1. Po drobnym przeksztatceniu interesuje nas
jedynie suma po maksymalnych sumach prefiksowych.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Maksymalna suma prefiksowa

Maksymalna suma prefiksowa to liczba prefikséw, ktérych sumy s3 wieksze niz sumy
wszystkich prefikséw przed nimi.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Maksymalna suma prefiksowa

Maksymalna suma prefiksowa to liczba prefikséw, ktérych sumy s3 wieksze niz sumy
wszystkich prefikséw przed nimi.

. . ‘ . . . .
0 1 v“ 5 3 7 8 3
-1

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek
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Pierwszy dynamik

Chcemy dla kazdej liczby jedynek (x) i minus jedynek (y) obliczy¢ liczbe ciagéw,
ktérych suma jest wieksza niz suma ich dowolnego prefiksu.

.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek
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Pierwszy dynamik

Chcemy dla kazdej liczby jedynek (x) i minus jedynek (y) obliczy¢ liczbe ciagéw,
ktérych suma jest wieksza niz suma ich dowolnego prefiksu. Obracajac rysunek o 180°
chcemy obliczaé ciagi, ktérych suma prefiksowa nigdy nie spada do zera.

.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek
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Pierwszy dynamik

Chcemy dla kazdej liczby jedynek (x) i minus jedynek (y) obliczy¢ liczbe ciagéw,
ktérych suma jest wieksza niz suma ich dowolnego prefiksu. Obracajac rysunek o 180°
chcemy obliczaé ciagi, ktérych suma prefiksowa nigdy nie spada do zera.

Postuzy do tego DPi[x][y], ktére po inicjalizacji DP1[1][0] =1 jest prosto obliczy¢ ze
wzoru DP1[x]|[y] = DPi[x — 1][y] + DPi[x][y — 1].

.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Pierwszy dynamik

Chcemy dla kazdej liczby jedynek (x) i minus jedynek (y) obliczy¢ liczbe ciagéw,
ktérych suma jest wieksza niz suma ich dowolnego prefiksu. Obracajac rysunek o 180°
chcemy obliczaé ciagi, ktérych suma prefiksowa nigdy nie spada do zera.

Postuzy do tego DPi[x][y], ktére po inicjalizacji DP1[1][0] =1 jest prosto obliczy¢ ze
wzoru DPy[x][y] = DPi[x — 1][y] + DP1[x][y — 1].

Nalezy pilnowa¢, by zawsze zachodzito x > y.

.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek
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Pierwszy dynamik

Chcemy dla kazdej liczby jedynek (x) i minus jedynek (y) obliczy¢ liczbe ciagéw,
ktérych suma jest wieksza niz suma ich dowolnego prefiksu. Obracajac rysunek o 180°
chcemy obliczaé ciagi, ktérych suma prefiksowa nigdy nie spada do zera.

Postuzy do tego DPi[x][y], ktére po inicjalizacji DP1[1][0] =1 jest prosto obliczy¢ ze
wzoru DPy[x][y] = DPi[x — 1][y] + DP1[x][y — 1].

Nalezy pilnowa¢, by zawsze zachodzito x > y.

.

Drugi dynamik

Mozemy teraz dla x i y obliczy¢ sume po maksimach prefiksowych ciggéw z x
jedynkami i y minus jedynkami.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek
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Pierwszy dynamik

Chcemy dla kazdej liczby jedynek (x) i minus jedynek (y) obliczy¢ liczbe ciagéw,
ktérych suma jest wieksza niz suma ich dowolnego prefiksu. Obracajac rysunek o 180°
chcemy obliczaé ciagi, ktérych suma prefiksowa nigdy nie spada do zera.

Postuzy do tego DPi[x][y], ktére po inicjalizacji DP1[1][0] =1 jest prosto obliczy¢ ze
wzoru DPy[x][y] = DPi[x — 1][y] + DP1[x][y — 1].

Nalezy pilnowa¢, by zawsze zachodzito x > y.

.

Drugi dynamik

Mozemy teraz dla x i y obliczy¢ sume po maksimach prefiksowych ciggéw z x
jedynkami i y minus jedynkami.

Oznaczajac ja przez DP,[x]|[y] obliczamy ja ze wzoru

DPa[xly] = DPa[x —1][y] + DP2[x]ly — 1] + DP1[x][y].

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Caty algorytm

Opisane programowanie dynamiczne dziata w czasie O(n?) i oblicza potrzebne wartosci
nie tylko dla n, ale réwniez dla wszystkich mniejszych.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek
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Caty algorytm

Opisane programowanie dynamiczne dziata w czasie O(n?) i oblicza potrzebne wartosci
nie tylko dla n, ale réwniez dla wszystkich mniejszych.

Stosujac odpowiednie przeksztatcenia wzoréw da sie obliczy¢ g(n) w czasie liniowym.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



Gietda paprotek

Caty algorytm

Opisane programowanie dynamiczne dziata w czasie O(n?) i oblicza potrzebne wartosci
nie tylko dla n, ale réwniez dla wszystkich mniejszych.

Stosujac odpowiednie przeksztatcenia wzoréw da sie obliczy¢ g(n) w czasie liniowym.
Podpowiedz: przyda sie do tego odbijanie wykreséw wzgledem poziomej prostej,
podobnie jak we wzorze na liczby Catalana.

Oméwienie zadania D. Gietda paprotek



E. Jeden bit

Najszybsze rozwiazanie: Adam Gasienica-Samek (0:07)



Zmienic¢ jak najmniejsza liczbe elementéw w ciggu tak, zeby kazde dwa kolejne elementy
réznity sie co najwyzej jednym bitem.

Oméwienie zadania E. Jeden bit



Rozwiazanie kwadratowe

dp|i] - najwieksza liczba elementéw, ktére mozemy zostawi¢ niezmienione na prefiksie
dtugosci i tak, zeby prefiks ten spetniat zatozenia zadania oraz dodatkowo ostatni
element pozostat niezmieniony.

Oméwienie zadania E. Jeden bit



Rozwiazanie kwadratowe

dp|i] - najwieksza liczba elementéw, ktére mozemy zostawi¢ niezmienione na prefiksie
dtugosci i tak, zeby prefiks ten spetniat zatozenia zadania oraz dodatkowo ostatni
element pozostat niezmieniony.

dp[i] = max(1, maxj<,-7popcou,,t(,-@j)sj_,-(dp[i] +1))

Oméwienie zadania E. Jeden bit



Rozwiazanie kwadratowe

dp|i] - najwieksza liczba elementéw, ktére mozemy zostawi¢ niezmienione na prefiksie
dtugosci i tak, zeby prefiks ten spetniat zatozenia zadania oraz dodatkowo ostatni
element pozostat niezmieniony.

dpli] = max(1, maxj<i,popcount(i@j)§j—i(dp[j] +1))

Odpowiedzig jest n — max;(dp[i]).

Oméwienie zadania E. Jeden bit



Szybsze rozwiagzanie

W optymalnym rozwigzaniu dystans miedzy dwoma kolejnymi niezmienionymi
elementami nie przekroczy 2 log(zakres).

Oméwienie zadania E. Jeden bit



Szybsze rozwigzanie

W optymalnym rozwigzaniu dystans miedzy dwoma kolejnymi niezmienionymi
elementami nie przekroczy 2 log(zakres).

W przeciwnym przypadku mozna by zostawi¢ srodkowy element z przerwy dtugosci
> 2 log(zakres) niezmieniony.

Oméwienie zadania E. Jeden bit



Szybsze rozwiagzanie

W optymalnym rozwigzaniu dystans miedzy dwoma kolejnymi niezmienionymi
elementami nie przekroczy 2 log(zakres).

W przeciwnym przypadku mozna by zostawi¢ srodkowy element z przerwy dtugosci
> 2 log(zakres) niezmieniony.

Mozemy wiec dla kazdego i rozwaza¢ tylko 2 log(zakres) poprzednich elementéw, co
daje ztozonos¢ O(nlog(zakres)).

Oméwienie zadania E. Jeden bit



F. Ltamigtéwka 4

Najszybsze rozwigzanie: Marek Sommer (0:57)



tamigtéwka 4

Dana permutacje 1,2,...,n.

Dla sasiednich a, b (|]a — b| = 1) mozna:
e doda¢ b do a
@ odja¢ bod a

o ile wynik w przedziale [1, n].

.

o dtugosé: n < 30000
@ limit operacji: 2500000

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok | — Dwie jedynki
Q ....Lx,...(lub... x,1)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok | — Dwie jedynki
Q ....Lx,...(lub... x,1)
Q ....1,x—1,...
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tamigtéwka 4

krok | — Dwie jedynki
Q ....Lx,...(lub... x,1)
Q ....1,x—1,...
Q@ ....1,x—2,...

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok | — Dwie jedynki
Q ....Lx,...(lub... x,1)
L x—1,...

Q
QO ....1,x—2,...
Qo ...
o

T
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tamigtéwka 4

krok | — Dwie jedynki

Q ....Lx,...(lub... x,1)
Q ....1,x—1,...

Q@ ....1,x—2,...

Q ...

Q0 ...11,...

Liczba operacji < n

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
(2]
o
%)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q@ ....1,2,x,...

o

%)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q@ ....3,2,x,...

o

%)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q@ ...,3,5,x,...

o

%)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ...,8,5x,...

o

%)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q@ ....8,13,x,...

o

%)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ...,21,13,x,...

o

%)
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tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ....21,34,x,...

o

%)
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tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki
O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q@ ...,21,34,x,...
Q ...,21,34,x —34,...

o
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tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ....21,34,x,...

© ....21,34,x — 34— 34,...

%)
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tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ....21,34,x,...

© ...,21,13,x — 34— 34,...

%)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ....21,34,x,...

© ....8,13,x 34— 34,...

%)
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tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ....21,34,x,...

© ...,813,x 343413, ..

%)
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tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ....21,34,x,...

© ...,85x— 343413, ..

%)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ....21,34,x,...

© ...,3,5,x 343413,

%)
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tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ....21,34,x,...

Q ....3,2,x—34—34_13,...

%)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ....21,34,x,...

Q ....1,2,x—34—34_13,...

%)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ....21,34,x,...

Q ....1,2,x—34-34-13-2,...
%)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

O Wezmy ..., 1,1,x,... (lub...,x,1)
Q ....21,34,x,...

Q© ....1,1,x—34-34-13-2,...
%)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

QO Wezmy ..., 1,1 x,... (lub ... x,1)
Q ...,21,34x,...
©...,1,1,x—34-34-13-2,...
Q... 111,...

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

QO Wezmy ..., 1,1 x,... (lub ... x,1)
Q ...,21,34x,...
©...,1,1,x—34-34-13-2,...
Q... 111,...

Liczba operacji: ~ 3 log(x)

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il = Trzy jedynki

QO Wezmy ..., 1,1 x,... (lub ... x,1)
Q ...,21,34x,...
©...,1,1,x—34-34-13-2,...
Q... 111,...

Liczba operacji: ~ 3log(x) < 52

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il — n jedynek

QO ....1,1. 1 x,y,...

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il — n jedynek

QO ....1,1. 1 x,y,...
Q@ ....1,1,1.1y,...

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il — n jedynek

QO ....1,1,1,x,y,...
@ .. ..1111y,...
o ...

.. ..11...11

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il — n jedynek

QO ....1,1. 1 x,y,...
L L1 Ly,

TS TS IO I

(2]
o ...
(%)
Q ....y,x,1,1,...,1,1

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il — n jedynek

QO ....1,1. 1 x,y,...
L L1 Ly,

Ly.x, 1,100 1]

Q

Q ...

Q... 11,...,11
(5 ]

QO ...,y 111,....11

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il — n jedynek

L Xy,
L L1 Ly,

SRR R R |
Ly.x, 1,100 1]
Ly, 1110101

©000000O0CO0

1,1,...,1,1

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il — n jedynek

QO ....1,1. 1 x,y,...
L L1 Ly,

(2]

o ...
Q...11,..11
Q ....y,x,1,1,...,1,1
Q0 ....y1,1,1,...,1,1

Q ...
o1L1,....1,.1

Liczba operacji: > v_, 3log x

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

krok Il — n jedynek

QO ....1,1. 1 x,y,...
L L1 Ly,

(2]

o ...
Q...11,..11
Q ....y,x,1,1,...,1,1
Q0 ....y1,1,1,...,1,1

Q ...
o1L1,....1,.1

Liczba operacji: > 7_, 3log x < 5230000 = 1560 000

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

o 1,1,1,1,1,1,...

.
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tamigtéwka 4

o 1,1,1,1,1,1,...
Q1,2,1,1,1,1,...

.

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

o 1,1,1,1,1,1,...
Q1,2,1,1,1,1,...
Q 1,2,3,1,1,1,...

.

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



tamigtéwka 4

0 1,1,1,1,1,1,...
Q1,2,1,1,1,1,...
Q 1,2,3,1,1,1,...
Q 1,2,3,4,1,1,...

.
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tamigtéwka 4

1,1,1,1,1,1,...
1,2,1,1,1,1,...
1,2,3,1,1,1,...
1,2,3,4,1,1,...

1.,2,3,...,n—2,1,1
1,2,3,...,n—2,n—1,1
1,2,3,....,n—2,n—1,n

©000000CO0CO

.

Liczba operacji: n — 1
Sumarycznie: ny ;_,3logx + n < 30000 + 1560000 + 30000 < 2500000

Oméwienie zadania F. tamigtéwka 4



H. Merge sort

Najszybsze rozwigzanie: Krzysztof Potepa (3:41)



Dla ustalonych liczb a, b zliczy¢ permutacje 1. .. n takie, ze a zostanie poréwnane z b
podczas sortowania przez scalanie.

Oméwienie zadania H. Merge sort



Obserwacja 1

Gdy a i b trafig do tej samej listy podczas sortowania, to nie zostana juz nigdy
poréwnane.

Oméwienie zadania H. Merge sort



Obserwacja 1
Gdy a i b trafig do tej samej listy podczas sortowania, to nie zostana juz nigdy
poréwnane.

Obserwacja 2

Jest O(log n) réznych dtugosci list, ktére beda argumentem dla MergeSort.

Oméwienie zadania H. Merge sort



Obserwacja 1

Gdy a i b trafig do tej samej listy podczas sortowania, to nie zostana juz nigdy
poréwnane.

Obserwacja 2

Jest O(log n) réznych dtugosci list, ktére beda argumentem dla MergeSort.
Mozemy w szczegdlnosci je wszystkie wygenerowac wraz z licznosciami.

Oméwienie zadania H. Merge sort



Obserwacja 3

Bez straty ogélnosci a < b. Aby a zostato poréwnane z b podczas taczenia list, to w
liscie, w ktérej znajduje sie b nie moze znajdowac sie t takie ze a < t < b.

Oméwienie zadania H. Merge sort



Bez straty ogélnosci a < b. Aby a zostato poréwnane z b podczas taczenia list, to w
liscie, w ktérej znajduje sie b nie moze znajdowac sie t takie ze a < t < b.

Rozwiazanie

Iterujemy sie po dtugosci listy i tym, z ktdrej strony jest a.

Permutacje spetniajace zatozenia jesteSmy w stanie zliczy¢ standardowymi technikami w
O(1) po preprocessingu silni i ich odwrotnosci.

Troche prosciej jest wyprowadzi¢ wzorki myslac o prawdopodobienstwie.

Oméwienie zadania H. Merge sort



J. Osiedle

Najszybsze rozwigzanie: brak



Osiedle




Osiedle




Osiedle

Wysokos¢ (n), szerokosé (m) < 300.




Ignorujemy dolne i gérne ograniczenia. ..




Ignorujemy dolne i gérne ograniczenia. ..




Ignorujemy dolne i gérne ograniczenia. ..

Czas O(nm), poprawne sumy, popsute dolne i gérne ograniczenia.

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

Lokalne zmiany zachowujgce sumy 2 x 2

+1

+1

.

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

Lokalne zmiany zachowujgce sumy 2 x 2

.

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

Lokalne zmiany zachowujgce sumy 2 x 2

+1

+1

.

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

Lokalne zmiany zachowujgce sumy 2 x 2

.

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

Lokalne zmiany zachowujgce sumy 2 x 2

+1|||-1||]+2||[-2

y

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

Lokalne zmiany zachowujgce sumy 2 x 2

+1(||-1(||+2||]-1 1 +1 ] -1 | +1)
S|+ =2 ]|]+2 (+1] -1 | +1 ] 1)
+1) ([ -1 [||+1]||-L 1 +1] -1 | +1)
——/ — —/

v

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

Lokalne zmiany zachowujgce sumy 2 x 2

+1||[-1[||+1]]|-1 1 +1 ] -1 | +1)
-1|||+1]||-1]|[+1 (+1] -1 ][ +1]-1)
+1) ([ -1 [||+1]||-L (2] +1] -1 |+1)
| — || —S

X1y ooy Xny Yigeoos Ym € Z.

v

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

: ’: : ’: 550 <70 590 540 B ) +1]
<3 [=4 |=9 |=6

1 il s 0| 11] 15| 5 (k21 [+1]-1)

=511 =1 590 502 5-812513-0 ~ ESE +1]

— | V— | | —

4

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

: ’: : ’: 550 <70 590 540 B ) +1]
<3 [=4 |=9 |=6

1 il s 0| 11] 15| 5 (k21 [+1]-1)

=511 =1 590 502 5-812513-0 ~ ESE +1]

— | V— | | —

Pole (1,1): 0+ y; —x; €[0,5]

4

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

: ’: : ’: 550 <70 590 540 B ) +1]
<3 [=4 |=9 |=6

1 il s 0| 11] 15| 5 (k21 [+1]-1)

+10[-1]{|+1]|f-1 S90 S02 5_812<510 1 +1 ] -1 [+1)

— | V— | | —

Pole (1,1): 0+4+y1 —x €[0,5] = -5<x31—y <0

4

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

: ’: : ’: 550 <70 590 540 B ) +1]
<3 [=4 |=9 |=6

1 il s 0| 11] 15| 5 (k21 [+1]-1)

+10[-1]{|+1]|f-1 S90 S02 5_812<510 1 +1 ] -1 [+1)

— | V— | | —

Pole (1,1): 0+4+y1 —x €[0,5] = -5<x31—y <0
Pole (2,3): 15— y3+ x2 € [0,9]

4

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

: ’: : ’: 550 <70 590 540 B ) +1]
<3 [=4 |=9 |=6

1 il s 0| 11] 15| 5 (k21 [+1]-1)

+10[-1]{|+1]|f-1 S90 S02 5_812<510 1 +1 ] -1 [+1)

— | V— | | —

Pole (1,1): 0+y—x€[0,5] = —-5<xx—y=<0
Pole (2,3): 15—y3+x€[0,9] = —-15<xx—y3<—6

4

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

: ’: : ’: 550 570 590 540 Bl 1 = +1)
=3 |=4 |=9 |=6

1 il s 0| 11] 15| 5 (k21 [+1]-1)

=511 =1 590 502 5-812513-0 (_1 <m +1]

— | V— | | —

Pole (1,1): 0+y—x€[0,5] = —-5<xx—y=<0
Pole (2,3): 15—y3+x€[0,9] = —-15<xx—y3<—6

Ograniczenia réznicowe! n + m zmiennych, 2nm ograniczen.

4

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

: ’: : ’: 550 570 590 540 Bl 1 = +1)
=3 |=4 |=9 |=6

1 il s 0| 11] 15| 5 (k21 [+1]-1)

=511 =1 590 502 5-812513-0 (_1 <m +1]

— | V— | | —

Pole (1,1): 0+y—x€[0,5] = —-5<xx—y=<0
Pole (2,3): 15—y3+x€[0,9] = —-15<xx—y3<—6

Ograniczenia réznicowe! n + m zmiennych, 2nm ograniczen.
Bellman—Ford: O(nm(n + m)).

4

Oméwienie zadania J. Osiedle



Osiedle

Naprawianie ograniczen

YY) <5 <7 [=9 |[=4

+1([[-1]|[+1]]]-2 Ol 0| 0| O -1 +1 ] -1 | +1)
=3 |=4 [=9 |=<6

a1 il e 0| 11] 15| 5 (k22 [+1]-1)
<9 [=0 [=8 |=5

+1{{[ =1 [|[+2f|]-L 0 21-12| 10 -1 | +1 | -1 +1)

yv1=0, yv»=—-6, y3=9, ys= -3, x1=0 x=1, X3:—8‘

V.
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Osiedle

Naprawianie ograniczen

YY) <5 <7 [=9 |[=4

+1([[-1]|[+1]]]-2 Ol 0| 0| O -1 +1 ] -1 | +1)
=3 |=4 [=9 |=<6

a1 il e 0| 11] 15| 5 (k22 [+1]-1)
<9 [=0 [=8 |=5

+1{{[ =1 [|[+2f|]-L 0 21-12| 10 -1 | +1 | -1 +1)

yv1=0, yv»=—-6, y3=9, ys= -3, x1=0 x=1, X3:—8‘

V.
Oméwienie zadania J. Osiedle




Ostateczna ztozono$é
O(nm(n + m)) z Bellmana-Forda.

Oméwienie zadania J. Osiedle



Ostateczna ztozono$é
O(nm(n + m)) z Bellmana-Forda.

Albo O((n + m)3) z Floyda—Warshalla.

Oméwienie zadania J. Osiedle



Ostateczna ztozono$é
O(nm(n + m)) z Bellmana-Forda.

Albo O((n + m)3) z Floyda—Warshalla.

Albo ~ O(nmlog®(nm)log W) z nowych teoretycznych algorytméw dla Single-Source
Shortest Paths with negative weights.

Oméwienie zadania J. Osiedle



K. Projekty

Najszybsze rozwigzanie: brak



Projekty

@ n < 13 programistéw

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

@ n < 13 programistéw
e m < 200 projektéw

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

@ n < 13 programistéw
e m < 200 projektéw
e a; potrzebuje t; czasu

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

@ n < 13 programistéw
e m < 200 projektéw
e a; potrzebuje t; czasu
o b; potrzebuje 2 - t; czasu

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

@ n < 13 programistéw
e m < 200 projektéw
e a; potrzebuje t; czasu
e b; potrzebuje 2 - t; czasu
e moga sie podzieli¢ x; oraz 2 - (t; — x;)

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

@ n < 13 programistéw

e m < 200 projektéw

e a; potrzebuje t; czasu

e b; potrzebuje 2 - t; czasu

e moga sie podzieli¢ x; oraz 2 - (t; — x;)
@ g < 10000 zapytan

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

@ n < 13 programistéw

e m < 200 projektéw

e a; potrzebuje t; czasu

e b; potrzebuje 2 - t; czasu

e moga sie podzieli¢ x; oraz 2 - (t; — x;)
@ g < 10000 zapytan

o dany X C {1,2,...,n}

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

@ n < 13 programistéw
e m < 200 projektéw
e a; potrzebuje t; czasu
o b; potrzebuje 2 - t; czasu
e moga sie podzieli¢ x; oraz 2 - (t; — x;)
@ g < 10000 zapytan
o dany X C {1,2,...,n}
e kazdy z X ma ograniczony czas T
szukamy najmniejszego T, tz. da sie skonczy¢ wszystkie projekty

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

@ n < 13 programistéw
e m < 200 projektéw
e a; potrzebuje t; czasu
o b; potrzebuje 2 - t; czasu
e moga sie podzieli¢ x; oraz 2 - (t; — x;)
@ g < 10000 zapytan
o dany X C {1,2,...,n}
e kazdy z X ma ograniczony czas T
szukamy najmniejszego T, tz. da sie skonczy¢ wszystkie projekty
e wypisa¢ w postaci x/y

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program liniowy

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program liniowy

minimize T

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program liniowy

minimize T
Yij
Vi Xij+ 3 2t (wij)

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program liniowy

minimize T
Vi Xt >t (wy)
Vi T—=20xj—2%i =0 (vi)

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program liniowy

minimize T

Vi Xt >t (wy)
Vi T=20xj—2%i =0 (vi)
T>0

Vi xj=>0

Vij yij =0 )

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program liniowy Program dualny

minimize T

Vi Xt >t (wy)

Vi T=20xj—2%i =0 (vi)

T>0

Vi xj=>0

Vij yij =0 ) |

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program liniowy Program dualny

minimize T maximize »_ tjj - wjj

Vi xij+ y% > tj (wi)

Vi T —=3xij—>yi=0 (vi)

T>0

Vi xj=>0

Vi yij=0 ) J

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program liniowy Program dualny

minimize T maximize » _ tjj - wjj

Vi xj+ 4>t (wi) 2vist (7)
Vi T —=3xij—>yi=0 (vi)

T>0

Vi xj=>0

Vi yij=0 ) J

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program liniowy Program dualny

minimize T maximize » _ tjj - wjj

Vi xj+ 4>t (wi) 2vist (7)
Vi T—ZJXU—ZJ'inZO (vi) Vi wi—vi<0 (X,J)
T>0

Vi xj=>0

Vij yij =0 ) J

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program liniowy Program dualny

minimize T maximize » _ tjj - wjj

Vi xj+ 4>t (wi) 2vist (7)
Vi T—ijij—z:j)/ji >0 (vi) Vi wi—vi<0 (X,J)
T>0 Vi HE-v<0 (vij)
Vi xj=>0

Vij yij =0 J

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program liniowy

minimize T

Vi Xt >t (wy)
Vi T=20xj—2%i =0 (vi)
T>0

Vi xj=>0

Vij yij =0

Program dualny

maximize » _ tjj - wjj

>ivisl

3
» S
A
o

LI <
Tl << H
S S
v
o IV

o

(T)
(xi7)
(vij)

Oméwienie zadania K. Projekty




Projekty

Program dualny

maximize 3 tij - wjj

>ivi<l

Vi wi <

Vi wi <2y

Vi w; >0

Vi vi>0 )

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

maximize 3 tij - wjj
Z,’ vi <1

wij < v

wij < 2- vj

wj > 0

vi >0 J

n? 4+ n zmiennych

HILSH

=

< < < <
E

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program dualny

maximize 3 tij - wjj
Z,’ vi <1

wij < v

wij < 2- vj

wj > 0

vi >0 J

HILSH

< < < <
R

n? 4+ n zmiennych = n? 4 n Inz. nieréwnosci réwnosciami

4

Oméwienie zadania K. Projekty




Projekty

Program dualny

maximize 3 tij - wjj
Z,’ vi <1

wij < v

wij < 2- vj

wj > 0

vi >0 J

HILSH

< < < <
R

n? 4+ n zmiennych = n? 4 n Inz. nieréwnosci réwnosciami
(] Zi Vi = 1 1

4

Oméwienie zadania K. Projekty




Projekty

Program dualny

maximize 3 tij - wjj
Z,’ vi <1

wij < v

wij < 2- vj

wj > 0

vi >0 J

HILSH

< < < <
R

n? 4+ n zmiennych = n? 4 n Inz. nieréwnosci réwnosciami
(] Zi Vi = 1 1

ovi=0

4

Oméwienie zadania K. Projekty




Projekty

Program dualny

maximize 3 tij - wjj
Z,’ vi <1

wij < v

wij < 2- vj

wj > 0

vi >0 J

<L
Db Sl N

+ n zmiennych = n? 4 n Inz. nieréwnosci réwnosciami

o) .vi=1

ovi=0

o w;j =0

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program dualny

maximize 3 tij - wjj

>ivi<l

Vi wi <

Vi wi <2y

Vi w; >0

Vi vi>0 )

+ n zmiennych = n? 4 n Inz. nieréwnosci réwnosciami

o) .vi=1 1
ovi=0 z
o w;j =0 n? —(n— z)?
o wi=viVwj=2v (n—z)?

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Program dualny

maximize 3 tij - wjj
Z,’ vi <1

wij < v

wij < 2- vj

wj > 0

vi >0 J

HILSH

< < < <
R

+ n zmiennych = n? 4 n Inz. nieréwnosci réwnosciami

OZ,-V,'=1 1
ovi=0 z
o w;j =0 n? —(n— z)?
o wi=viVwj=2v (n—z)?
o Wi =VviAw; =2y n—z-—1

V

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Struktura rozwigzania

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Struktura rozwigzania

@ n— z zmiennych v; # 0

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Struktura rozwigzania

@ n— z zmiennych v; # 0

@ n—z—1réwnafi v; =2-v;

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Struktura rozwigzania

@ n— z zmiennych v; # 0
@ n—z—1réwnafi v; =2-v;

o v; =2 vj krawedzie (i,/) tworza drzewo!

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Struktura rozwigzania

@ n— z zmiennych v; # 0
@ n—z—1réwnafi v; =2-v;
o v; =2 vj krawedzie (i,/) tworza drzewo!

. .. . k;
istnieje mtz. v, = 0U v; = %

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Struktura rozwigzania

@ n— z zmiennych v; # 0
@ n—z—1réwnafi v; =2-v;
o v; =2 vj krawedzie (i,/) tworza drzewo!

. .. . k;
istnieje mtz. v, = 0U v; = %

m=3,2k

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Programowanie dynamiczne

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Programowanie dynamiczne
o definicja: DP[{v; # 0}][m] — T

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Programowanie dynamiczne
o definicja: DP[{v; # 0}|][m] = T - m

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Programowanie dynamiczne
o definicja: DP[{v; # 0}|][m] = T - m

@ bazowe stany:
DPIX]IXI] = Xi jex wii

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Programowanie dynamiczne
o definicja: DP[{v; # 0}|][m] = T - m
@ bazowe stany:
DPIXTIIX[] = >2; jex wij
@ przejscia

.
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Projekty

Programowanie dynamiczne
o definicja: DP[{v; # 0}|][m] = T - m
@ bazowe stany:
DPIX]IXI] = Xi jex wii
@ przejscia (k; zwiekszamy o jeden i dodajemy zbiér k; = 0):

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Programowanie dynamiczne
o definicja: DP[{v; # 0}|][m] = T - m
@ bazowe stany:
DPIX]IX]] = >2; jex wij
@ przejscia (k; zwiekszamy o jeden i dodajemy zbiér k; = 0):
DP[X][m] = maxycx DP[Y]["==XD)

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

Programowanie dynamiczne
o definicja: DP[{v; # 0}|][m] = T - m
@ bazowe stany:
DPIX]IX]] = >2; jex wij
@ przejscia (k; zwiekszamy o jeden i dodajemy zbiér k; = 0):
DP[X][m] = maxycx DP[Y][Z= =X} .o 4

.
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Projekty

Programowanie dynamiczne
o definicja: DP[{v; # 0}|][m] = T - m
@ bazowe stany:
DPIXTIIX[] = >2; jex wij
@ przejscia (k; zwiekszamy o jeden i dodajemy zbiér k; = 0):
DP[X][m] = maxycx DP[Y][Z= =X} .o 4
Piexjex\y 2 wij +

.
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Projekty

Programowanie dynamiczne
o definicja: DP[{v; # 0}|][m] = T - m
@ bazowe stany:
DPIXTIIX[] = >2; jex wij
@ przejscia (k; zwiekszamy o jeden i dodajemy zbiér k; = 0):
DP[X][m] = maxycx DP[Y][Z= =X} .o 4
Yiexjex\y 2 Wi+ Yiex\y jex Wi

.
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Projekty
Programowanie dynamiczne

o definicja: DP[{v; # 0}|][m] = T - m

@ bazowe stany:
DPIXTIIX[] = >2; jex wij

@ przejscia (k; zwiekszamy o jeden i dodajemy zbiér k; = 0):
DP[X][m] = maxycx DP[Y][Z= =X} .o 4
Yiexjex\y 2 Wi+ Yiex\y jex Wi

Ostateczny wynik:

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty
Programowanie dynamiczne

o definicja: DP[{v; # 0}|][m] = T - m

@ bazowe stany:
DPIXTIIX[] = >2; jex wij

@ przejscia (k; zwiekszamy o jeden i dodajemy zbiér k; = 0):
DP[X][m] = maxycx DP[Y][Z= =X} .o 4
Yiexjex\y 2 Wi+ Yiex\y jex Wi

Ostateczny wynik:
T(X) = MmaXycx —DP[:][m]

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

DP[X][m]
o Stany

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

DP[X][m]
o Stany m < 21X

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

DP[X][m]
o Stany m < 21X

O(3")

o Przejécia

.

Oméwienie zadania K. Projekty



Projekty

DP[X][m]
o Stany m < 21X
03"
o Przejécia
YCX

.
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Projekty

DP[X][m]
o Stany m < 21X
03"
o Przejécia
YCX

.
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Projekty

DP[X][m]
o Stany m < 21X
03"
o Przejécia
YCX
o) |

Oméwienie zadania K. Projekty



N. Funkcja zliczajaca

Najszybsze rozwiazanie: Krzysztof Potepa (1:22)



Funkcja zliczajaca

Mamy dany ciagg liczb a. Rozwazamy skfadanie ze soba funkcji f przeksztatcajacej ciag
w ciag licznosci wystapien elementéw. Musimy obstugiwaé zmiany elementéw ciggu a
oraz zapytania o f¥(a),.

Oméwienie zadania N. Funkcja zliczajaca



Funkcja zliczajaca

Ciag szybko sie przerzedza

Jezeli ciag a sktada sie z n elementéw ograniczonych z géry przez n, to suma
elementéw f(a) wynosi co najwyzej n.

.
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Funkcja zliczajaca

Ciag szybko sie przerzedza

Jezeli ciagg a sktada sie z n elementéw ograniczonych z géry przez n, to suma
elementéw f(a) wynosi co najwyzej n.

Wiec jest co najwyzej O(+/n) réznych niezerowych elementéw w f(f(a)).

.
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Funkcja zliczajaca

Ciag szybko sie przerzedza

Jezeli ciag a sktada sie z n elementéw ograniczonych z géry przez n, to suma
elementéw f(a) wynosi co najwyzej n.

Wiec jest co najwyzej O(+/n) réznych niezerowych elementéw w f(f(a)).

Wiec wszystkie niezerowe elementy f(f(f(a))) sa ograniczone przez O(+/n) i jest ich co
najwyzej O(v/n).

.
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Funkcja zliczajaca

Ciag szybko sie przerzedza

Jezeli ciag a sktada sie z n elementéw ograniczonych z géry przez n, to suma
elementéw f(a) wynosi co najwyzej n.

Wiec jest co najwyzej O(+/n) réznych niezerowych elementéw w f(f(a)).

Wiec wszystkie niezerowe elementy f(f(f(a))) sa ograniczone przez O(+/n) i jest ich co
najwyzej O(v/n).

Wiec wszystkie elementy f(f(f(f(a)))) sa ograniczone przez O(y/n) i znajduja sie na
prefiksie dtugosci O(v/n).

.
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Funkcja zliczajaca

Ciag szybko sie przerzedza

Jezeli ciag a sktada sie z n elementéw ograniczonych z géry przez n, to suma
elementéw f(a) wynosi co najwyzej n.

Wiec jest co najwyzej O(+/n) réznych niezerowych elementéw w f(f(a)).

Wiec wszystkie niezerowe elementy f(f(f(a))) sa ograniczone przez O(+/n) i jest ich co
najwyzej O(v/n).

Wiec wszystkie elementy f(f(f(f(a)))) sa ograniczone przez O(y/n) i znajduja sie na
prefiksie dtugosci O(v/n).

Oznacza to, ze dla pewnego ¢ = O(loglog n) zachodzi f¢(a) = 1,0,0,0....

.
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Funkcja zliczajaca

Ciag szybko sie przerzedza

Jezeli ciag a sktada sie z n elementéw ograniczonych z géry przez n, to suma
elementéw f(a) wynosi co najwyzej n.

Wiec jest co najwyzej O(+/n) réznych niezerowych elementéw w f(f(a)).

Wiec wszystkie niezerowe elementy f(f(f(a))) sa ograniczone przez O(+/n) i jest ich co
najwyzej O(v/n).

Wiec wszystkie elementy f(f(f(f(a)))) sa ograniczone przez O(y/n) i znajduja sie na
prefiksie dtugosci O(v/n).

Oznacza to, ze dla pewnego ¢ = O(loglog n) zachodzi f¢(a) = 1,0,0,0....

Chyba, ze 2 =0,0,0,....

.
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Funkcja zliczajaca

Ciag szybko sie przerzedza

Jezeli ciag a sktada sie z n elementéw ograniczonych z géry przez n, to suma
elementéw f(a) wynosi co najwyzej n.

Wiec jest co najwyzej O(+/n) réznych niezerowych elementéw w f(f(a)).

Wiec wszystkie niezerowe elementy f(f(f(a))) sa ograniczone przez O(+/n) i jest ich co
najwyzej O(v/n).

Wiec wszystkie elementy f(f(f(f(a)))) sa ograniczone przez O(y/n) i znajduja sie na
prefiksie dtugosci O(v/n).

Oznacza to, ze dla pewnego ¢ = O(loglog n) zachodzi f¢(a) = 1,0,0,0....

Chyba, ze 2 =0,0,0,....

W praktyce dla limitéw z zadania wystarcza ¢ = 13.

.
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Funkcja zliczajaca

Rozwiazanie

Bedziemy utrzymywac ciagi a, f(a), f(f(a)), ..., f¢(a).

Oméwienie zadania N. Funkcja zliczajaca



Funkcja zliczajaca

Rozwiazanie

Bedziemy utrzymywac ciagi a, f(a), f(f(a)), ..., f¢(a).
Jezeli jestesmy pytani o f¥(a), dla k < ¢, to mozemy po prostu poda¢ odpowiedz w
O(1).

Oméwienie zadania N. Funkcja zliczajaca



Funkcja zliczajaca

Rozwiazanie

Bedziemy utrzymywac ciagi a, f(a), f(f(a)), ..., f¢(a).

Jezeli jestesmy pytani o f¥(a), dla k < ¢, to mozemy po prostu poda¢ odpowiedz w
O(1).

Jezeli k > ¢, to odpowiedzig jest 1 jezeli v = 1 oraz a nie sktada sie z samych zer i 0 w
przeciwnym przypadku.

Oméwienie zadania N. Funkcja zliczajaca



Funkcja zliczajaca

Aktualizacje

Zmiana wartosci f'(a), z x na y wiaze sie z ze zmianami wartosci f'*!(a), oraz
f’*l(a)y.

Oméwienie zadania N. Funkcja zliczajaca



Funkcja zliczajaca

Aktualizacje

Zmiana wartosci f'(a), z x na y wiaze sie z ze zmianami wartosci f'*!(a), oraz
f"+1(a)y.

Mozemy napisa¢ funkcje, ktéra rekurencyjnie wykonuje zmiany i wywotuje sie dla
dalszych ciagow.

Oméwienie zadania N. Funkcja zliczajaca



Funkcja zliczajaca

Aktualizacje

Zmiana wartosci f'(a), z x na y wiaze sie z ze zmianami wartosci f'*!(a), oraz
f"+1(a)y.

Mozemy napisa¢ funkcje, ktéra rekurencyjnie wykonuje zmiany i wywotuje sie dla
dalszych ciagow.

Ztozonos¢ O(q2°).

Oméwienie zadania N. Funkcja zliczajaca



Funkcja zliczajaca

Szybsze aktualizacje

Zamiast iS¢ w gtab drzewa zmian, mozemy rozwazaé poziomy jeden po drugim.

Oméwienie zadania N. Funkcja zliczajaca



Funkcja zliczajaca

Szybsze aktualizacje

Zamiast iS¢ w gtab drzewa zmian, mozemy rozwazaé poziomy jeden po drugim.

Kilka aktualizacji, ktére miatyby zosta¢ wykonane na tym samym elemencie zrobimy w
ten sposéb za jednym razem.

Oméwienie zadania N. Funkcja zliczajaca



Funkcja zliczajaca

Szybsze aktualizacje

Zamiast iS¢ w gtab drzewa zmian, mozemy rozwazaé poziomy jeden po drugim.

Kilka aktualizacji, ktére miatyby zosta¢ wykonane na tym samym elemencie zrobimy w
ten sposéb za jednym razem.

Dzieki temu na i-tym poziomie zamiast wykona¢ pesymistycznie 2/ operacji wykonamy
ich min(2', len;) gdzie len; to dtugos¢ prefiksu niezerowych wartosci na i-tym poziomie.

Oméwienie zadania N. Funkcja zliczajaca



Funkcja zliczajaca

Szybsze aktualizacje

Zamiast iS¢ w gtab drzewa zmian, mozemy rozwazaé poziomy jeden po drugim.

Kilka aktualizacji, ktére miatyby zosta¢ wykonane na tym samym elemencie zrobimy w
ten sposéb za jednym razem.

Dzieki temu na i-tym poziomie zamiast wykona¢ pesymistycznie 2/ operacji wykonamy
ich min(2', len;) gdzie len; to dtugos¢ prefiksu niezerowych wartosci na i-tym poziomie.
Przy limitach z zadania daje to ograniczenie rzedu kilkudziesieciu operacji.

Oméwienie zadania N. Funkcja zliczajaca



@) POTYCZKI

ALGORYTMICZNE [2025

OMOWIENIE ZADAN



A. AGI

Najszybsze rozwigzanie: Adam Sottan (1:24)

Autor zadania: Jakub Onufry Woajtaszczyk



AGI

Tres$¢ zadania
@ Dane jest n przedziatéw [a;, b;)
@ Jest jeden punkt x na osi rzeczywistej, ktérego potozenia nie znamy, dla kazdego
przedziatu musimy odpowiedzie¢ TAK albo NIE, czy ukryty punkt x nalezy do tego
przedziatu w taki sposéb, zeby niezaleznie od potozenia punktu udzieli¢ poprawnej

odpowiedzi dla co najmniej | 251 | przedziatéw

@ Jest zagwarantowane, ze rozwigzanie istnieje

Oméwienie zadania A. AGI



AGI

Rozwigzanie

o Udowodnimy, ze rozwiazanie istnieje dla kazdego zbioru przedziatéw

.
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AGI

Rozwigzanie
o Udowodnimy, ze rozwiazanie istnieje dla kazdego zbioru przedziatéw
o Jezeli istnieja dwa przedziaty [aj, b;) i [a}, bj) takie, ze [a;, b;) C [aj, bj) mozemy
odpowiedzie¢ NIE dla predziatu [a;, b;), TAK dla przedziatu [a;, b;), wowczas dla co
najmniej jednego z nich odpowiedzieliSmy prawidtowo, mozemy oba te przedziaty
usunac i rozwigza¢ zadanie dla pozostatych

A
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AGI

Rozwigzanie
o Udowodnimy, ze rozwiazanie istnieje dla kazdego zbioru przedziatéw
o Jezeli istnieja dwa przedziaty [aj, b;) i [a}, bj) takie, ze [a;, b;) C [aj, bj) mozemy
odpowiedzie¢ NIE dla predziatu [a;, b;), TAK dla przedziatu [a;, b;), wowczas dla co
najmniej jednego z nich odpowiedzieliSmy prawidtowo, mozemy oba te przedziaty
usunac i rozwigza¢ zadanie dla pozostatych

o Jesli takiej pary przedziatéw nie ma, wéwczas po posortowaniu wszystkich
przedziatéw rosnaco po poczatkach mamy cigg przedziatéw
[a1, b1), [a2, b2), ..., [an, bn) takich, ze a1 < ax < ... < a, oraz
by < by < ... < b,. Pokazemy, ze mozemy odpowedzie¢ NIE dla przedziatéw z
nieparzystym i, TAK dla tych z parzystym i dla kazdego x trafimy co najmniej

wymagane | 5L |

Oméwienie zadania A. AGI



Dowdd poprawnosci

@ Dla ustalonego x cigg poprawnych sktada sie z (by¢ moze pustych) przedziatéw
ztozonych kolejno z samych odpowiedzi NIE, TAK, NIE. Dopdki ktérys z tych
przedziatéw ma dtugos¢ co najmniej 2, to dla jednego z nich odpowidzielismy
prawidtowo, wiec mozemy je oba usuna¢

@ Jesli po usunieciu zostang < 2 przedziaty, to nie musimy odpowiedzie¢ poprawnie
dla zadnego z nich, jesli zostang 3, to poprawne odpowiedzi to NIE, TAK, NIE, wiec
wszystkie 3 odpowiemy poprawnie

V.
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Implementacja

e Aby wydajnie wyznaczy¢ pary przedziatéw zawierajace sie w sobie mozemy
posortowaé wszystkie przedziaty po lewych koncach, trzymac je na stosie, dla
kazdego przedziatu jesli zawiera sie w przedziale znajdujacym sie na szczycie stosu
taczymy je w pare i oba usuwamy, w przeciwnym przypadku dodajemy na szczyt
stosu.

o Cata ztozonos¢ O(nlog n)

Oméwienie zadania A. AGI



B. Collatzowa Suma

Najszybsze rozwiazanie: Yahor Dubovik (0:34)

Autorzy zadania: Franciszek Witt, Arkadiusz Czarkowski



Collatzowa Suma

Tresé zadania

£(x) x/2, gdy x jest parzyste,
X) =
3x+ 1, gdy x jest nieparzyste

Oméwienie zadania B. Collatzowa Suma



Collatzowa Suma

Tresé zadania

£(x) x/2, gdy x jest parzyste,
X) =
3x+ 1, gdy x jest nieparzyste

g(x) = F(F(...f(x)...))
k razy

Oméwienie zadania B. Collatzowa Suma



Collatzowa Suma

Tresé zadania

£(x) x/2, gdy x jest parzyste,
X) =
3x+ 1, gdy x jest nieparzyste

g(x) = F(F(...f(x)...))

N——
k razy
N
> g(x) mod 10° 47 =7
x=1

Oméwienie zadania B. Collatzowa Suma



Collatzowa Suma

Tresé zadania

£(x) x/2, gdy x jest parzyste,
X) =
3x+ 1, gdy x jest nieparzyste

g(x) = F(F(...f(x)...))

N——
k razy

N

> g(x) mod 10° 47 =7

x=1

k <32, N <102

Oméwienie zadania B. Collatzowa Suma



Collatzowa Suma

Ciag to 1,2,3,4,...,N. Suma to N(N +1)/2.

Oméwienie zadania B. Collatzowa Suma



Collatzowa Suma

Ciag to 1,2,3,4,...,N. Suma to N(N +1)/2.

Ciag rozbija sie na liczby parzyste, i nieparzyste.
Dla liczb parzystych mamy, kolejno, 1,2,3,4,..., N/2.
Dla liczb nieparzystych mamy, kolejno, 4,10,16,22,...,3N + 1 (albo 3(N —1) +1).
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Collatzowa Suma

Ciag to 1,2,3,4,...,N. Suma to N(N +1)/2.

Ciag rozbija sie na liczby parzyste, i nieparzyste.
Dla liczb parzystych mamy, kolejno, 1,2,3,4,..., N/2.
Dla liczb nieparzystych mamy, kolejno, 4,10,16,22,...,3N + 1 (albo 3(N —1) +1).

Pierwszy ciag znowu rozbija sie na dwa, jak poprzednio: 1,2,3,4,... N/4 i
4,10,16,22,...,(3N/2 + 1).
Drugi ciag jest caty parzysty, wiec przeksztatca sie w 2,5,8,11,...,(3N +1)/2.

Oméwienie zadania B. Collatzowa Suma



Collatzowa Suma

Aplikujemy funkcje Collatza do ciggu arytmetycznego

Ciag arytmetyczny ai + b dla i = 1,2,... m oznaczmy przez {a, b, m}.
Jak wyglada ciag f(ai + b)?

N
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Collatzowa Suma

Aplikujemy funkcje Collatza do ciggu arytmetycznego
Ciag arytmetyczny ai + b dla i = 1,2,... m oznaczmy przez {a, b, m}.
Jak wyglada ciag f(ai + b)?
o Jesli ai b sa parzyste, to f({a, b, m}) = {a/2,b/2, m}.
o Jesli a jest parzyste, a b nie, to f({a,b,m}) = {3a,3b+ 1, m}.
To sie nigdy nie wydarzy
@ Jesdli a jest nieparzyste, to w wyniku mamy dwa podciagi. Jesli b jest parzyste, s3
to {a/2,b/2,[m/2]} oraz {3a,3(a+ b) + 1, |m/2]}, drugi przypadek jest
symetryczny.

N
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Collatzowa Suma

Szkic rozwiazania

Umiemy zatem w O(1):
@ Przytozy¢ f do ciggu arytmetycznego, otrzymujac 1 lub 2 ciagi.
@ Zsumowac cigg arytmetyczny (no, umiemy)

To mozemy zamieni¢ w rozwigzanie rekurencyjne:

Wynik({a, b, m, k}) = Wynik(f({a, b, m}), k — 1).

Oméwienie zadania B. Collatzowa Suma



Collatzowa Suma

Niech Fib(k) oznacza liczbe ciagéw, w ktére zmieni sie pojedynczy ciag z nieparzystym
a po przytozeniu Collatza k razy.

.
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Collatzowa Suma

Niech Fib(k) oznacza liczbe ciagéw, w ktére zmieni sie pojedynczy ciag z nieparzystym
a po przytozeniu Collatza k razy.

Nieparzyste a
Nieparzyste a

Parzyste a ——— —Nieparzyste a

.
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Collatzowa Suma

Niech Fib(k) oznacza liczbe ciagéw, w ktére zmieni sie pojedynczy ciag z nieparzystym
a po przytozeniu Collatza k razy.

Nieparzyste a
Nieparzyste a
Parzyste a ——— —Nieparzyste a

Fib(k) = Fib(k — 1) + Fib(k — 2).

.
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Collatzowa Suma

Niech Fib(k) oznacza liczbe ciagéw, w ktére zmieni sie pojedynczy ciag z nieparzystym
a po przytozeniu Collatza k razy.

Nieparzyste a
Nieparzyste a
Parzyste a ——— —Nieparzyste a

Fib(k) = Fib(k — 1) + Fib(k — 2).

Fib(32) = 5702887

.
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G. Meble

Najszybsze rozwigzanie: brak

Autor zadania: Marcin Smulewicz



Tres¢ zadania
e Mamy dang plansze A X B oraz n prostokatéw o wymiarach ¢; x d;
@ Chcemy rozmiesci¢ prostokaty wszystkie tak, zeby zadne dwa na siebie nie
nachodzity (moga sie styka¢), tak zeby kazdy stat przy przedniej lub tylnej scianie
(tej dtugosci A) i stykat sie z nig bokiem dtugosci ¢;
@ Wystarczy tylko odpowiedzie¢ czy sie da )

Oméwienie zadania G. Meble



Kluczowa obserwacja

Jesli istnieje rozwigzanie, to istnieje réwniez rozwigzanie, w ktérym przy dolnej $cianie
wszystkie meble sg dosuniete do lewej sciany i posortowane malejaco po gtebokosciach,
a na gornej dosuniete do prawej i posortowane rosnaco

Oméwienie zadania G. Meble



Kluczowa obserwacja

Jesli istnieje rozwigzanie, to istnieje réwniez rozwigzanie, w ktérym przy dolnej $cianie
wszystkie meble sg dosuniete do lewej sciany i posortowane malejaco po gtebokosciach,
a na gornej dosuniete do prawej i posortowane rosnaco

Rozwigzanie

@ Podzielimy wszystkie meble na takie o wysokosci wiekszej niz B/2 (nazwiemy je
duzymi) oraz nie wiekszej niz B/2 (nazwiemy je matymi)
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Kluczowa obserwacja

Jesli istnieje rozwigzanie, to istnieje réwniez rozwigzanie, w ktérym przy dolnej $cianie
wszystkie meble sg dosuniete do lewej sciany i posortowane malejaco po gtebokosciach,
a na gornej dosuniete do prawej i posortowane rosnaco

Rozwigzanie
@ Podzielimy wszystkie meble na takie o wysokosci wiekszej niz B/2 (nazwiemy je
duzymi) oraz nie wiekszej niz B/2 (nazwiemy je matymi)
@ Posortujemy wszystkie meble malejaco po: d; dla duzych mebli i B — d; dla matych,
a z réwnych wartosci najpierw mate, wéwczas kazdy maty mebel koliduje tylko z
duzymi meblami, ktére sa przed nim, a kazdy duzy koliduje ze wszystkimi duzymi. )

Oméwienie zadania G. Meble



Rozwiazanie

W rozwiazaniu bedziemy korzystaé z programowania dynamicznego: dla kazdego
prefiksu mebli chcemy zna¢ wszystkie mozliwe stany gdzie ustawialiSmy kazdy maty
mebel maksymalnie z prawej przy dolnej Scianie, lub maksymalnie z lewej przy gérnej, a
kazdy duzy maksymalnie z lewej przy dolnej, lub z prawej przy gérnej gdzie interesuje
nas jak duzo fragment z matymi meblami wystaje nad fragment z duzymi po lewej oraz
po prawej.

Oméwienie zadania G. Meble



Rozwiazanie
@ Dla pustego prefiksu mebli wybieramy od razu wielkos¢ pustego fragmentu po
lewej przy dolnej Scianie i po prawej przy gérnej. Suma ich dtugosci jest réwna

n

2A — > ¢j, co daje nam O(A) stanéw.
i=1

v
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Rozwiazanie

@ Dla pustego prefiksu mebli wybieramy od razu wielkos¢ pustego fragmentu po
lewej przy dolnej Scianie i po prawej przy gérnej. Suma ich dtugosci jest réwna
n
2A — > ¢j, co daje nam O(A) stanéw.
i=1
@ Dla kazdego mebla rozpatrujemy dwa przypadki w ktérym miejscu chcemy go
postawic.

v
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Rozwiazanie

@ Dla pustego prefiksu mebli wybieramy od razu wielkos¢ pustego fragmentu po
lewej przy dolnej Scianie i po prawej przy gérnej. Suma ich dtugosci jest réwna
n
2A — > ¢j, co daje nam O(A) stanéw.
i=1
@ Dla kazdego mebla rozpatrujemy dwa przypadki w ktérym miejscu chcemy go
postawic.

@ Ustawiajac matego mebla zwiekszamy odpowiedni wystajacy fragment o jego
szeroko$é

Oméwienie zadania G. Meble



Rozwiazanie

@ Ustawiajac duzego zmniejszamy odpowiedni wystajacy fragment o jego szerokos¢
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Rozwiazanie

@ Ustawiajac duzego zmniejszamy odpowiedni wystajacy fragment o jego szerokos¢

o Jezeli w jakimkolwiek momencie fragment z duzymi meblami wystaje ponad
fragment z krétkimi to kolejny maty mebel bedzie kolidowat z ustawionym juz
duzym

Oméwienie zadania G. Meble



Rozwiazanie

@ Suma d’(ugoéci wystajacych fragmentéw na gérnej i dolnej scianie jest réwna

2A — Z ¢+ Y, ¢i— >, ci czyli jest taka sama dla wszystkich stanéw co daje
i:mate i:duze
O(A) stanow, co daje rozwiazanie catego zadania w O(nA)
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Rozwiazanie

@ Suma d’(ugoéci wystajacych fragmentéw na gérnej i dolnej scianie jest réwna

2A — Z ¢+ Y, ¢i— >, ci czyli jest taka sama dla wszystkich stanéw co daje
i:mate i:duze
O(A) stanow, co daje rozwiazanie catego zadania w O(nA)

e n <1000, A < 10°, czyli wcigz za wolno
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Rozwiazanie

@ Suma d’(ugoéci wystajacych fragmentéw na gérnej i dolnej scianie jest réwna

2A — Z ¢+ Y, ¢i— >, ci czyli jest taka sama dla wszystkich stanéw co daje
i:mate i:duze
O(A) stanow, co daje rozwiazanie catego zadania w O(nA)

e n <1000, A < 10°, czyli wcigz za wolno

@ Dla kazdego stanu interesuje nas jedynie, czy dany stan jest osiggalny, mozemy
trzymac stany na bitsecie, na j-tym indeksie wartos¢ 1 jesli stan z zapasem
wielkosci i w dolnej czesci jest osiagalny i 0 w przeciwnym przypadku.
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Rozwiazanie

@ Suma d’(ugoéci wystajacych fragmentéw na gérnej i dolnej scianie jest réwna

2A — Z ¢+ Y, ¢i— >, ci czyli jest taka sama dla wszystkich stanéw co daje
i:mate i:duze
O(A) stanow, co daje rozwiazanie catego zadania w O(nA)

e n <1000, A < 10°, czyli wcigz za wolno

@ Dla kazdego stanu interesuje nas jedynie, czy dany stan jest osiggalny, mozemy
trzymac stany na bitsecie, na j-tym indeksie wartos¢ 1 jesli stan z zapasem
wielkosci 7 w dolnej czesci jest osiggalny i 0 w przeciwnym przypadku.

o Potrzebujemy operacji ora dwéch bitsetow, ktére dostaniemy dodajac mebel na
gorze lub na dole oraz przesuniecia bitowego i wyzerowania fragmentu gdzie
i > suma dlugo$ci zapasodw (czyli takich, gdzie drugi wystajacy fragment jest
ujemny), a wszystko da sie zrobi¢ na bitsecie w O(A/64), co daje cata ztozonos¢
O(nA/64)
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Mikotaj

Tres$é zadania

Dane:

o N prezentéw: jakosci —10° < j; < 108.

.
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Tres$é zadania

Dane:
o N prezentéw: jakosci —10° < j; < 108.
@ M dzieci: grzecznosci —100 < g < 106.

.
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Mikotaj

Tres$é zadania

Dane:
o N prezentéw: jakosci —10° < j; < 108.
@ M dzieci: grzecznosci —100 < g < 106.

@ K prezentéw trzeba dzi$ rozdac.

.
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Mikotaj

Tres$é zadania

Dane:
o N prezentéw: jakosci —10° < j; < 108.
@ M dzieci: grzecznosci —100 < g < 106.
@ K prezentéw trzeba dzi$ rozdac.

Za przydzielenie (ji, g/), zyskujemy ji - g

.
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Mikotaj

Tres$é zadania

Dane:
o N prezentéw: jakosci —10° < j; < 108.
@ M dzieci: grzecznosci —100 < g < 106.
@ K prezentéw trzeba dzi$ rozdac.

Za przydzielenie (ji, g/), zyskujemy j; - gj. Szukamy:

K
max ) _ ji(i)&h(i
=1

dla réznowartosciowych f oraz h.

.
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o A<h <. <,
081 <& < -<8m

Przypadek N =M =K =2
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o A<h <. <,
081 <& < -<8m

Przypadek N =M =K =2

h-o+th &
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o A<h <. <,
081 <& < -<8m

Przypadek N =M =K =2

h-o+h-g f-g+h- g
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o A<h <. <,
081 <& < -<8m

Przypadek N =M =K =2

h-o+h-g f-g+h- g

(2 —h)- (82— &1)
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o A<h <. <,
081 <& < -<8m

Przypadek N =M =K =2

h-o+h-g f-g+h- g

0<(h—H) (82—&1)
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o A<h <. <,
081 <& < -<8m

Przypadek N =M =K =2

h-o+h-g f-g+h- g

0<(h—f)(g2—g)=f-g1+h-go—fh-&—hr- g.
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o A<h <. <,
081 <& < -<8m

Przypadek N =M =K =2

h-ot+h-eaa<fh-g+h g

0<(h—f)(g2—g)=f-g1+h-go—fh-&—hr- g.
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Istnieje f; - gj > 0
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Istnieje f; - gj > 0

@ Oba ujemne
@ Oba dodatnie
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17

@ Nie uzywa zadnego
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17

o Nie uzywa zadnego — wyrzucamy dowolne f; - g;, doktadamy £ - g
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17

o Nie uzywa zadnego — wyrzucamy dowolne f; - g;, doktadamy f; - g — mamy zysk.
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17

o Nie uzywa zadnego — wyrzucamy dowolne f; - g;, doktadamy f; - g — mamy zysk.

o Nie uzywa g1 (uzywa )
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17

o Nie uzywa zadnego — wyrzucamy dowolne f; - g;, doktadamy f; - g — mamy zysk.

o Nie uzywa gy (uzywa fi) — wyrzucamy f; - gj, doktadamy f; - g1
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17

o Nie uzywa zadnego — wyrzucamy dowolne f; - g;, doktadamy f; - g — mamy zysk.

o Nie uzywa gy (uzywa fi) — wyrzucamy f; - gj, doktadamy f - g1 — mamy zysk.

Oméwienie zadania |. Mikotaj



Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17

o Nie uzywa zadnego — wyrzucamy dowolne f; - g;, doktadamy f; - g — mamy zysk.
o Nie uzywa gy (uzywa fi) — wyrzucamy f; - gj, doktadamy f - g1 — mamy zysk.

o Nie uzywa f;
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17
o Nie uzywa zadnego — wyrzucamy dowolne f; - g;, doktadamy f; - g — mamy zysk.

o Nie uzywa gy (uzywa fi) — wyrzucamy f; - gj, doktadamy f - g1 — mamy zysk.

@ Nie uzywa fi — analogicznie — mamy zysk.
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17

o Nie uzywa zadnego — wyrzucamy dowolne f; - g;, doktadamy f; - g — mamy zysk.
o Nie uzywa gy (uzywa fi) — wyrzucamy f; - gj, doktadamy f - g1 — mamy zysk.

@ Nie uzywa fi — analogicznie — mamy zysk.
°

Mozna wzig¢ oba zachtannie!
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17

o Nie uzywa zadnego — wyrzucamy dowolne f; - g;, doktadamy f; - g — mamy zysk.
o Nie uzywa gy (uzywa fi) — wyrzucamy f; - gj, doktadamy f - g1 — mamy zysk.

@ Nie uzywa fi — analogicznie — mamy zysk.
°

Mozna wzig¢ oba zachtannie! — i zachtannie sparowa¢ f; - g1.

Oméwienie zadania |. Mikotaj



Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17

Nie uzywa zadnego — wyrzucamy dowolne f; - gj, doktadamy f; - g — mamy zysk.
o Nie uzywa gy (uzywa fi) — wyrzucamy f; - gj, doktadamy f - g1 — mamy zysk.

@ Nie uzywa fi — analogicznie — mamy zysk.
°

Mozna wzig¢ oba zachtannie! — i zachtannie sparowa¢ f; - g1.

fi-g1 < f,- gm — analogicznie.
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Istnieje f; - gj > 0

e Oba ujemne - najlepiej f1 - g1.
e Oba dodatnie — najlepiej 7, - gm.

Zatézmy fi - g1 > fp - gm.

Czy OPT uzywa f1 i g17

Nie uzywa zadnego — wyrzucamy dowolne f; - gj, doktadamy f; - g — mamy zysk.
o Nie uzywa gy (uzywa fi) — wyrzucamy f; - gj, doktadamy f - g1 — mamy zysk.

@ Nie uzywa fi — analogicznie — mamy zysk.
°

Mozna wzig¢ oba zachtannie! — i zachtannie sparowa¢ f; - g1.

f1-g1 < fy- gm — analogicznie. Powtarzamy w petli.
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Wszystkie f; - gj <0
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Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.
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Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.

e Wtym samym: f <0< f,
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Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.

e Wtymsamym: A <0< f, = Vigi=0
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Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.

e W tym samym: fi < 0 < f, = V;g; = 0 — parujemy jakkolwiek.
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Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.
e W tym samym: fi < 0 < f, = V;g; = 0 — parujemy jakkolwiek.
@ W innych: Vifi > 0 A g; <0.
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Mikotaj
Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.
e W tym samym: fi < 0 < f, = V;g; = 0 — parujemy jakkolwiek.
@ W innych: Vifi > 0 A g; <0.

f; nieujemne; gj niedodatnie

Zatézmy, ze OPT nie uzywa f; dla 7 < k

Oméwienie zadania |. Mikotaj



Mikotaj
Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.
e W tym samym: fi < 0 < f, = V;g; = 0 — parujemy jakkolwiek.
@ W innych: Vifi > 0 A g; <0.

f; nieujemne; gj niedodatnie

Zatézmy, ze OPT nie uzywa f; dla i < k = wzieto pare f; - g/ dla j > k.
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Mikotaj
Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.
e W tym samym: fi < 0 < f, = V;g; = 0 — parujemy jakkolwiek.
@ W innych: Vifi > 0 A g; <0.

f; nieujemne; gj niedodatnie

Zatézmy, ze OPT nie uzywa f; dla i < k = wzieto pare f; - g/ dla j > k.
Wyrzucamy f; - g;, doktadamy f; - g
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Mikotaj
Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.
e W tym samym: fi < 0 < f, = V;g; = 0 — parujemy jakkolwiek.
@ W innych: Vifi > 0 A g; <0.

f; nieujemne; gj niedodatnie

Zatézmy, ze OPT nie uzywa f; dla i < k = wzieto pare f; - g/ dla j > k.
Wyrzucamy f; - g;, doktadamy f; - gy — mamy zysk (g < O0Af; <)
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Mikotaj
Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.
e W tym samym: fi < 0 < f, = V;g; = 0 — parujemy jakkolwiek.
@ W innych: Vifi > 0 A g; <0. |

f; nieujemne; gj niedodatnie

Zatézmy, ze OPT nie uzywa f; dla i < k = wzieto pare f; - g/ dla j > k.
Wyrzucamy f; - g;, doktadamy f; - gy — mamy zysk (g < O0Af; <)
Whiosek:
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Mikotaj
Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.
e W tym samym: fi < 0 < f, = V;g; = 0 — parujemy jakkolwiek.
@ W innych: Vifi > 0 A g; <0. |

f; nieujemne; gj niedodatnie

Zatézmy, ze OPT nie uzywa f; dla i < k = wzieto pare f; - g/ dla j > k.
Wyrzucamy f; - g;, doktadamy f; - gy — mamy zysk (g < O0Af; <)
Whiosek: bierzemy zachtannie f1, ..., f;.
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Mikotaj
Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.
e W tym samym: fi < 0 < f, = V;g; = 0 — parujemy jakkolwiek.
@ W innych: Vifi > 0 A g; <0. |

f; nieujemne; gj niedodatnie

Zatézmy, ze OPT nie uzywa f; dla i < k = wzieto pare f; - g/ dla j > k.
Wyrzucamy f; - g;, doktadamy f; - gy — mamy zysk (g < O0Af; <)
Whiosek: bierzemy zachtannie f1, ..., f;.

Analogicznie, bierzemy zachtannie gm_ k11, 8m—k+2,---,8m-
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Mikotaj
Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.
e W tym samym: fi < 0 < f, = V;g; = 0 — parujemy jakkolwiek.
@ W innych: Vifi > 0 A g; <0.

f; nieujemne; gj niedodatnie

Zatézmy, ze OPT nie uzywa f; dla i < k = wzieto pare f; - g/ dla j > k.
Wyrzucamy f; - g;, doktadamy f; - gy — mamy zysk (g < O0Af; <)

Whiosek: bierzemy zachtannie f1, ..., f;.
Analogicznie, bierzemy zachtannie gm_ k11, 8m—k+2,---,8m-
Parujemy fi - 8m—k+1, 2 Em—k42,-- - Tk - &m-
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Mikotaj
Wszystkie f; - gj <0

@ Dodatnie w jednym; Ujemne w jednym.
e W tym samym: fi < 0 < f, = V;g; = 0 — parujemy jakkolwiek.
@ W innych: Vifi > 0 A g; <0.

f; nieujemne; gj niedodatnie

Zatézmy, ze OPT nie uzywa f; dla i < k = wzieto pare f; - g/ dla j > k.
Wyrzucamy f; - g;, doktadamy f; - gy — mamy zysk (g < O0Af; <)

Whiosek: bierzemy zachtannie f1, ..., f;.
Analogicznie, bierzemy zachtannie gm_ k11, 8m—k+2,---,8m-
Parujemy fi - 8m—k+1, 2 Em—k42,-- - Tk - &m-

Ztozonos¢: O(nlog n) (Sortowanie)
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L. Skierowane Hanoi

Najszybsze rozwigzanie: Kamil Debowski (2:22)

Autor zadania: Marcin Smulewicz



Skierowane Hanoi

Tres¢ zadania
@ Dany jest graf skierowany acykliczny na N < 500 stupkach.
e Mamy K krazkéw, o rozmiarach od 1 do K, utozonych malejaco na stupku 1.
° I\I/Ioiemy przenies¢ najmniejszy krazek z dowolnego stupka A na inny stupek B, o
ile:
o Istnieje Sciezka ze stupka A do stupka B
o Na stupku B nie ma mniejszego krazka

e Dla jakiego najwiekszego K da sie wszystkie krazki przenies¢ na stupek N7
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Skierowane Hanoi

Proste przypadki

o Mozemy wyrzuci¢ z grafu wszystkie stupki, do ktérych nie da sie dojs¢ z 1.

.
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Skierowane Hanoi

Proste przypadki
o Mozemy wyrzuci¢ z grafu wszystkie stupki, do ktérych nie da sie dojs¢ z 1.
o | stupki, z ktérych nie da sie dojs¢ do N.
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Skierowane Hanoi

Proste przypadki
o Mozemy wyrzuci¢ z grafu wszystkie stupki, do ktérych nie da sie dojs¢ z 1.
o | stupki, z ktérych nie da sie dojs¢ do N.
@ Jesli z 1 nie da sie dojs¢ do N, to odpowiedzia jest 0.

.
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Skierowane Hanoi

Proste przypadki
o Mozemy wyrzuci¢ z grafu wszystkie stupki, do ktérych nie da sie dojs¢ z 1.
o | stupki, z ktérych nie da sie dojs¢ do N.
@ Jesli z 1 nie da sie dojs¢ do N, to odpowiedzia jest 0.
o W przeciwnym razie, wida¢, ze da sie liczba wierzchotkéw potaczonych zaréwno z
1 jak i N, minus 1.

.
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Skierowane Hanoi

Proste przypadki
o Mozemy wyrzuci¢ z grafu wszystkie stupki, do ktérych nie da sie dojs¢ z 1.
o | stupki, z ktérych nie da sie dojs¢ do N.
@ Jesli z 1 nie da sie dojs¢ do N, to odpowiedzia jest 0.
o W przeciwnym razie, wida¢, ze da sie liczba wierzchotkéw potaczonych zaréwno z
1 jak i N, minus 1. Czy da sie lepigj?

.
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Skierowane Hanoi
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Skierowane Hanoi
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Skierowane Hanoi

Szkic rozwiazania
Przyktad pokazat kluczowy idee rozwiazania. Aby przenies¢ K krazkéw z A na B:
o Wybieramy stupek C gdzies posrodku
@ Przenosimy x krazkéw z A na C
@ Przenosimy pozostate K — x krazkéw z A na B nie wykorzystujac C
@ Przenosimy x krazkéw z C na B

Jak wybraé¢ C oraz x7?

.
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Skierowane Hanoi

Szkic rozwigzania

Jesli znamy C, to wybér x jest prosty — chcemy jak najwieksze. Doktadnie;j:
@ Musimy by¢ w stanie przesunaé x krazkéw z A na C
o Musimy byé w stanie przesuna¢ x krazkéw z C na B

Niech 7 (A, B) oznacza najwieksza liczbe krazkéw, ktére jesteSmy w stanie przesunac z
A na B. To teraz bedziemy chcieli wzia¢ x = min{f (A, C),f(C, B)}.

Oméwienie zadania L. Skierowane Hanoi



Skierowane Hanoi

Szkic rozwiazania

To, co wydaje sie trudne, to zrozumienie, jak usuniecie C wptynie na to, ile mozemy
przesunac¢ krazkéw z A do B.

Oméwienie zadania L. Skierowane Hanoi



Skierowane Hanoi

Szkic rozwiazania

To, co wydaje sie trudne, to zrozumienie, jak usuniecie C wptynie na to, ile mozemy
przesunaé krazkéw z A do B. Ot6z prawie wcale nie wptynie.

Oméwienie zadania L. Skierowane Hanoi



Skierowane Hanoi

Szkic rozwiazania
Jak wyglada przesuwanie klockéw z A do B z pominieciem C? Znowu, wybieramy D

pomiedzy A i B tak, by x’ = min{f'(A, D), (D, B)} byto jak najwieksze, gdzie f’ to
liczba krazkéw, ktére mozemy przesuna w grafie z usunietym C.

Oméwienie zadania L. Skierowane Hanoi



Skierowane Hanoi

Szkic rozwiazania

Jak wyglada przesuwanie klockéw z A do B z pominieciem C? Znowu, wybieramy D
pomiedzy A i B tak, by x’ = min{f'(A, D), (D, B)} byto jak najwieksze, gdzie f’ to
liczba krazkéw, ktére mozemy przesuna w grafie z usunietym C.

Pokazemy, ze usuniecie C nic nie zmienito, czyli ze

min{f'(A, D), f'(D, B)} = min{f(A, D), f(D, B)}.

Oméwienie zadania L. Skierowane Hanoi



Skierowane Hanoi

Szkic rozwigzania

o Graf jest acykliczny, wiec istnieje tylko jedna ze sciezek C — D lub D — C,
powiedzmy, ze ta pierwsza.

.
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Skierowane Hanoi

Szkic rozwigzania

o Graf jest acykliczny, wiec istnieje tylko jedna ze sciezek C — D lub D — C,
powiedzmy, ze ta pierwsza.

@ Jesli nie istnieje zadna, to usuniecie C nie wptywa na przenoszenie klockéw z ani
do D. Powiedzmy wiec, ze istnieje tylko sciezka C — D.

.
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Skierowane Hanoi

Szkic rozwigzania

o Graf jest acykliczny, wiec istnieje tylko jedna ze sciezek C — D lub D — C,
powiedzmy, ze ta pierwsza.

@ Jesli nie istnieje zadna, to usuniecie C nie wptywa na przenoszenie klockéw z ani
do D. Powiedzmy wiec, ze istnieje tylko sciezka C — D.

e Wobec tego, f'(D, B) = f(D, B) — C nie znajduje sie na zadnej $ciezce z D do
B, wiec nie wykorzystujemy go przektadajac krazki z D na B, czyli usuniecie go nic
nie zmienia.

Oméwienie zadania L. Skierowane Hanoi



Skierowane Hanoi

Szkic rozwigzania

o Graf jest acykliczny, wiec istnieje tylko jedna ze sciezek C — D lub D — C,
powiedzmy, ze ta pierwsza.

@ Jesli nie istnieje zadna, to usuniecie C nie wptywa na przenoszenie klockéw z ani
do D. Powiedzmy wiec, ze istnieje tylko sciezka C — D.

o Wobec tego, f'(D,B) = f(D, B) — C nie znajduje sie na zadnej Sciezce z D do
B, wiec nie wykorzystujemy go przektadajac krazki z D na B, czyli usuniecie go nic
nie zmienia.

o Z drugiej strony, f'(A,D) > f(A, C). Jesli mamy strategie przeniesienia f(A, C)
krazkéw z A na C, to doktadnie t3 samg strategia mozemy przenies¢ te same
klocki na D, nie uzywajac C — kiedy mamy przetozy¢ klocek na C, to zamiast
tego przektadamy go na D.

Oméwienie zadania L. Skierowane Hanoi



Skierowane Hanoi

Szkic rozwigzania

Graf jest acykliczny, wiec istnieje tylko jedna ze sciezek C — D lub D — C,
powiedzmy, ze ta pierwsza.

Jesli nie istnieje zadna, to usuniecie C nie wptywa na przenoszenie klockéw z ani
do D. Powiedzmy wiec, ze istnieje tylko sciezka C — D.

Wobec tego, (D, B) = f(D, B) — C nie znajduje sie na zadnej $ciezce z D do
B, wiec nie wykorzystujemy go przektadajac krazki z D na B, czyli usuniecie go nic
nie zmienia.

Z drugiej strony, f'(A, D) > f(A, C). Jesli mamy strategie przeniesienia (A, C)
krazkéw z A na C, to doktadnie t3 samg strategia mozemy przenies¢ te same
klocki na D, nie uzywajac C — kiedy mamy przetozy¢ klocek na C, to zamiast
tego przektadamy go na D.

Stad, f/(A, D) > f(A, C) > min{f(A, C), f(C, B)} > min{f(A, D), f(D, B)}.

Oméwienie zadania L. Skierowane Hanoi




Skierowane Hanoi

Szkic rozwiazania

Jesli usuwamy wierzchotki pomiedzy A i B w kolejnosci od najwiekszego

min{f (A, C), f(C, B)}, to min{f(A, D), f(D, B)} dla pozostatych D sie nie bedzie
zmieniac.

tacznie z A do B przepchniemy > - min{f(A, C),f(C, B)} + 1 krazkéw (to +1 to
ostatni krazek, ktéry przesuniemy bezposrednio po usunieciu wszystkich wierzchotkéw
pomiedzy).

Wartosci f(A, B) dla wszystkich A, B mozemy policzy¢ dynamikiem w O(N3).

.
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Skierowane Hanoi

Podsumowanie
o f(A,B)=1+) min{f(A, C),f(C,B)} po C takich, ze istnieja Sciezki A — C i
C —B.

.
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Skierowane Hanoi

Podsumowanie

o f(A,B)=1+) min{f(A, C),f(C,B)} po C takich, ze istnieja Sciezki A — C i
¢ - B.

@ Wiecej sie nie da — w momencie, w ktérym przenosimy najwiekszy krazek z A, to
wszystkie pozostate krazki muszg znajdowac sie na jakich$ posrednich C, i na
zadnym C nie moze sie znajdowac wiecej niz (A, C) (bo nie mamy jak ich tam
wtozy¢), ani wiecej niz f(C, B), bo ich nie zdejmiemy.

.
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Skierowane Hanoi

Podsumowanie

o f(A,B)=1+) min{f(A, C),f(C,B)} po C takich, ze istnieja Sciezki A — C i
¢ - B.

@ Wiecej sie nie da — w momencie, w ktérym przenosimy najwiekszy krazek z A, to
wszystkie pozostate krazki muszg znajdowac sie na jakich$ posrednich C, i na
zadnym C nie moze sie znajdowac wiecej niz (A, C) (bo nie mamy jak ich tam
wtozy¢), ani wiecej niz f(C, B), bo ich nie zdejmiemy.

@ Strategia osiagniecia tej wartosci to przenoszenie krazkéw na stupki od
najwiekszego min{f (A, C),f(C, B)}.

.
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Skierowane Hanoi

Podsumowanie

o f(A,B)=1+) min{f(A, C),f(C,B)} po C takich, ze istnieja Sciezki A — C i
¢ - B.

@ Wiecej sie nie da — w momencie, w ktérym przenosimy najwiekszy krazek z A, to
wszystkie pozostate krazki muszg znajdowac sie na jakich$ posrednich C, i na
zadnym C nie moze sie znajdowac wiecej niz (A, C) (bo nie mamy jak ich tam
wtozy¢), ani wiecej niz f(C, B), bo ich nie zdejmiemy.

@ Strategia osiagniecia tej wartosci to przenoszenie krazkéw na stupki od
najwiekszego min{f (A, C),f(C, B)}.

o Wartosci f wyliczamy dynamikiem w O(N3).

.
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M. Trefle

Najszybsze rozwigzanie: Kamil Debowski (4:47)

Autor zadania: Konrad Paluszek



Trefle

Tres¢ zadania
Algosia ma a;, az, ... lub aj trefli, Bajtek ma by, by, ... lub by trefli.

Oméwienie zadania M. Trefle



Trefle

Tres¢ zadania

Algosia ma a;, az, ... lub aj trefli, Bajtek ma by, by, ... lub by trefli.

Jesli tacznie maja X lub wiecej trefli, optymalny kontrakt to N + 1, jesli mniej —
optymalny kontrakt to N.

.
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Trefle

Tres¢ zadania
Algosia ma a;, az, ... lub aj trefli, Bajtek ma by, by, ... lub by trefli.
Jesli tacznie maja X lub wiecej trefli, optymalny kontrakt to N + 1, jesli mniej —
optymalny kontrakt to N.
Kontrakt osiaga sie przez licytacje. Algosia i Bajtek ruszaja sie naprzemiennie. W ruchu
gracz:
@ proponuje kontrakt (liczba catkowita dodatnia wieksza niz poprzednio
zaproponowana), lub

@ akceptuje ostatni zaproponowany kontrakt, co konczy licytacje

Pierwszy gracz musi zaproponowac jakis (catkowity dodatni) kontrakt.

.
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Trefle

Tres¢ zadania
Algosia ma a;, az, ... lub aj trefli, Bajtek ma by, by, ... lub by trefli.
Jesli tacznie maja X lub wiecej trefli, optymalny kontrakt to N + 1, jesli mniej —
optymalny kontrakt to N.
Kontrakt osiaga sie przez licytacje. Algosia i Bajtek ruszaja sie naprzemiennie. W ruchu
gracz:
@ proponuje kontrakt (liczba catkowita dodatnia wieksza niz poprzednio
zaproponowana), lub

@ akceptuje ostatni zaproponowany kontrakt, co konczy licytacje

Pierwszy gracz musi zaproponowac jakis (catkowity dodatni) kontrakt.
Wygrywaja, jesli uda im sie wylicytowa¢ optymalny kontrakt.

.
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Tres$é zadania

Mozliwe liczby trefli na rece Algosi i Bajtka, oraz wybrany system licytacji, to wiedza
wspélna. Konkretna liczba trefli na rece gracza jest znana tylko temu graczowi.
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Tres$é zadania

Mozliwe liczby trefli na rece Algosi i Bajtka, oraz wybrany system licytacji, to wiedza
wspélna. Konkretna liczba trefli na rece gracza jest znana tylko temu graczowi.

Dla jakiego najmniejszego N istnieje strategia licytacji, ktéra gwarantuje uzyskanie
optymalnego kontraktu?

e k,/ <1000
@ aj, b, X < 10°

Oméwienie zadania M. Trefle



Algosia ma 1,5,7,10 lub 12 trefli, Bajtek ma 2,6 lub 9. Optymalny kontrakt rosnie przy
tacznie 13 treflach na reku.
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Trefle

Algosia ma 1,5,7,10 lub 12 trefli, Bajtek ma 2,6 lub 9. Optymalny kontrakt rosnie przy
tacznie 13 treflach na reku.
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Trefle

Algosia ma 1,5,7,10 lub 12 trefli, Bajtek ma 2,6 lub 9. Optymalny kontrakt rosnie przy
tacznie 13 treflach na reku.

Oméwienie zadania M. Trefle



Trefle

W tym przyktadzie, w treSci zadania, podany jest przyktad strategii licytacyjnej
dziatajacej dla N = 3. Przesledzmy go, jesli Algosia ma 7 trefli, a Bajtek — 6.
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Trefle

W tym przyktadzie, w treSci zadania, podany jest przyktad strategii licytacyjnej
dziatajacej dla N = 3. Przesledzmy go, jesli Algosia ma 7 trefli, a Bajtek — 6.

1 5 7 10 | 12

2 7 9 12
6 11 | 13 | 16
9 14 | 16 | 19
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Trefle

W tym przyktadzie, w treSci zadania, podany jest przyktad strategii licytacyjnej
dziatajacej dla N = 3. Przesledzmy go, jesli Algosia ma 7 trefli, a Bajtek — 6.

1 5 7 10 | 12
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Trefle

W tym przyktadzie, w treSci zadania, podany jest przyktad strategii licytacyjnej
dziatajacej dla N = 3. Przesledzmy go, jesli Algosia ma 7 trefli, a Bajtek — 6.

1 5 7 10 | 12

Oméwienie zadania M. Trefle



Trefle

Wstepne redukcje

@ Wartosci liczbowe w tej tabeli nie sa istotne — licza sie tylko kolory.
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Trefle

Wstepne redukcje
@ Wartosci liczbowe w tej tabeli nie sa istotne — licza sie tylko kolory.
o Jesli w jakiejs kolumnie s same zielone liczby, mozemy od razu powiedzie¢ N + 1.

@ Czyli optymalny kontrakt nie zmieni sig, jesli dodamy lub usuniemy taka kolumne.

Oméwienie zadania M. Trefle



Trefle

Wstepne redukcje
@ Wartosci liczbowe w tej tabeli nie sa istotne — licza sie tylko kolory.
o Jesli w jakiejs kolumnie sa same zielone liczby, mozemy od razu powiedzie¢ N + 1.

@ Czyli optymalny kontrakt nie zmieni sig, jesli dodamy lub usuniemy taka kolumne.

e Dlaczego to nie dziata dla catych czerwonych kolumn?
e Bo istnieje potencjalnie sensowna odpowiedz na propozycje N inna niz
zaakceptowanie, a nie istnieje inna sensowna odpowiedz na propozycje N + 1.

Oméwienie zadania M. Trefle



Trefle

Wstepne redukcje
@ Wartosci liczbowe w tej tabeli nie sa istotne — licza sie tylko kolory.
o Jesli w jakiejs kolumnie s same zielone liczby, mozemy od razu powiedzie¢ N + 1.
@ Czyli optymalny kontrakt nie zmieni sig, jesli dodamy lub usuniemy taka kolumne.
@ W przeciwnym razie nie mozemy powiedzie¢ N + 1 (bo wynikiem moze by¢ N).

Oméwienie zadania M. Trefle



Trefle

Wstepne redukcje
@ Wartosci liczbowe w tej tabeli nie sa istotne — licza sie tylko kolory.
o Jesli w jakiejs kolumnie s same zielone liczby, mozemy od razu powiedzie¢ N + 1.
@ Czyli optymalny kontrakt nie zmieni sig, jesli dodamy lub usuniemy taka kolumne.
@ W przeciwnym razie nie mozemy powiedzie¢ N + 1 (bo wynikiem moze by¢ N).
@ Wobec tego, jesli w jakiejs kolumnie sg same zielone liczby, to nasz partner bedzie
mégt zaproponowaé N + 1.

Czyli mozemy tez usunaé wszystkie kolumny, ktére sg cate zielone.
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Trefle

Wstepne redukcje

@ Wartosci liczbowe w tej tabeli nie sa istotne — licza sie tylko kolory.
Jesli w jakiejs kolumnie sa same zielone liczby, mozemy od razu powiedzie¢ N + 1.
Czyli optymalny kontrakt nie zmieni sie, jesli dodamy lub usuniemy taka kolumne.

W przeciwnym razie nie mozemy powiedzie¢ N + 1 (bo wynikiem moze by¢ N).

Wobec tego, jesli w jakiejs kolumnie s3 same zielone liczby, to nasz partner bedzie
mégt zaproponowaé N + 1.

Czyli mozemy tez usunaé wszystkie kolumny, ktére sg cate zielone.

o Jesli s3 dwie takie same wiersze, lub dwie takie same kolumny, to mozemy je
utozsami¢ (gra¢ dla nich ta samga strategia, i wszystko jedno, ktéry z nich jest
prawda).
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Trefle

Tabela po redukcjach — przyktad

1 5 7 10 | 12

4
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Trefle

Tabela po redukcjach — przyktad

1 5 7 10 | 12

2 3 7 12
6 7 11 16
9 10 | 14 19

4
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Trefle

Tabela po redukcjach — przyktad

1 5 7 10 | 12

2 3 7 12
6 7 11 16
9 10 | 14 19

Tabela po redukcjach:
@ Zawsze bedzie kwadratowa

@ Pierwsza kolumna i pierwszy wiersz beda cate czerwone

@ Rozmiar tabeli jednoznacznie wyznacza zawartos¢. )
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Trefle

Strategia — mate tabele

@ Niech R(x) oznacza maksymalna liczbe wierszy taka, ze istnieje optymalna
strategia rozrézniajaca kontrakt x od x 4 1 dla tabeli R(x) x R(x) (po redukgji).

.
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Trefle

Strategia — mate tabele

@ Niech R(x) oznacza maksymalna liczbe wierszy taka, ze istnieje optymalna
strategia rozrézniajaca kontrakt x od x 4 1 dla tabeli R(x) x R(x) (po redukgji).

e R(0) = 0. Algosia musi zaproponowa¢ przynajmniej 1, wiec strategia istnieje tylko
wtedy, gdy po redukgji nie zostana zadne wiersze (czyli tabela jest cata zielona).

.
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Trefle

Strategia — mate tabele

@ Niech R(x) oznacza maksymalna liczbe wierszy taka, ze istnieje optymalna
strategia rozrézniajaca kontrakt x od x 4 1 dla tabeli R(x) x R(x) (po redukgji).
e R(0) = 0. Algosia musi zaproponowa¢ przynajmniej 1, wiec strategia istnieje tylko
wtedy, gdy po redukgji nie zostana zadne wiersze (czyli tabela jest cata zielona).
@ R(1) =1. Dla tabeli 1 x 1, Algosia proponuje 1 i Bajtek akceptuje. Dla tabeli
2 X 2 juz sie nie uda:
o Algosia nie moze zaryzykowa¢ powiedzenia na poczatku 2 (bo Bajtek moze by¢ w

catym czerwonym wierszu)
o Bajtek po ustyszeniu 1, jesli jest w mieszanym wierszu, nie wie, czy podbi¢ do 2.
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Trefle

Mozliwosci Bajtka

Powiedzmy, ze Algosia i Bajtek graja prébujac odrézni¢ optymalny kontrakt x od x + 1,
na tabeli a x a. Algosia proponuje x — y, co Bajtek wie, ze Algosia zrobi dla pewnej
grupy b kolumn (w zredukowanej tabeli). Jak wyglada teraz sytuacja Bajtka?

v
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Trefle

Mozliwosci Bajtka
Powiedzmy, ze Algosia i Bajtek graja prébujac odrézni¢ optymalny kontrakt x od x + 1,
na tabeli a x a. Algosia proponuje x — y, co Bajtek wie, ze Algosia zrobi dla pewnej
grupy b kolumn (w zredukowanej tabeli). Jak wyglada teraz sytuacja Bajtka?
o Bajtek moze usuna¢ z tabeli wszystkie kolumny poza b, a nastepnie zredukowa¢
tabele (do tabeli b x b).

v
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Trefle

Mozliwosci Bajtka
Powiedzmy, ze Algosia i Bajtek graja prébujac odrézni¢ optymalny kontrakt x od x + 1,
na tabeli a x a. Algosia proponuje x — y, co Bajtek wie, ze Algosia zrobi dla pewnej
grupy b kolumn (w zredukowanej tabeli). Jak wyglada teraz sytuacja Bajtka?
o Bajtek moze usuna¢ z tabeli wszystkie kolumny poza b, a nastepnie zredukowa¢
tabele (do tabeli b x b).
o Jesli y = 0, to jedyna opcja Bajtka jest zaakceptowaé (nie moze powiedzie¢ x + 1
w zredukowanej tabeli, bo kazdy wiersz zawiera czerwone pola), czyli b = 1.

V
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Trefle

Mozliwosci Bajtka
Powiedzmy, ze Algosia i Bajtek graja prébujac odrézni¢ optymalny kontrakt x od x + 1,
na tabeli a x a. Algosia proponuje x — y, co Bajtek wie, ze Algosia zrobi dla pewnej
grupy b kolumn (w zredukowanej tabeli). Jak wyglada teraz sytuacja Bajtka?
o Bajtek moze usuna¢ z tabeli wszystkie kolumny poza b, a nastepnie zredukowa¢
tabele (do tabeli b x b).
o Jesli y = 0, to jedyna opcja Bajtka jest zaakceptowaé (nie moze powiedzie¢ x + 1
w zredukowanej tabeli, bo kazdy wiersz zawiera czerwone pola), czyli b = 1.
e Jesli y = 1, to Bajtek moze wytacznie powiedzie¢ x (nie moze powiedzie¢ x + 1,
jak wyzej, i nie moze zaakceptowa¢, bo x — 1 nigdy nie jest optymalne). Wiec
znowu b = 1.

V
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Trefle

Mozliwosci Bajtka

Powiedzmy, ze Algosia i Bajtek graja prébujac odrézni¢ optymalny kontrakt x od x + 1,
na tabeli a x a. Algosia proponuje x — y, co Bajtek wie, ze Algosia zrobi dla pewnej
grupy b kolumn (w zredukowanej tabeli). Jak wyglada teraz sytuacja Bajtka?

o Bajtek moze usuna¢ z tabeli wszystkie kolumny poza b, a nastepnie zredukowa¢
tabele (do tabeli b x b).

o Jesli y = 0, to jedyna opcja Bajtka jest zaakceptowaé (nie moze powiedzie¢ x + 1
w zredukowanej tabeli, bo kazdy wiersz zawiera czerwone pola), czyli b = 1.

e Jesli y = 1, to Bajtek moze wytacznie powiedzie¢ x (nie moze powiedzie¢ x + 1,
jak wyzej, i nie moze zaakceptowa¢, bo x — 1 nigdy nie jest optymalne). Wiec
znowu b = 1.

@ A ogdlniej, dla y > 0, Bajtek musi powiedzie¢ co$ wiekszego od x — y. Czyli
sytuacja Bajtka jest taka, jakby grat jako pierwszy na tabeli b x b prébujac
odrézni€¢ y od y + 1. Czyli b < R(y).

V
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Ruchy Algosi

Zatem Algosia moze:
@ Powiedzie¢ x dla jednej kolumny,
o Powiedzie¢ x — 1 dla R(1) =1 kolumny,
o Powiedzie¢ x — 2 dla R(2) kolumn, ...
o Powiedzie¢ 1 dla R(x — 1) kolumn.
Zatem R(x) =1+ R(1) + R(2) + ... + R(x — 1), czyli R(x) = 2x71,

Oméwienie zadania M. Trefle



Przesledzmy to na przyktadzie.
X =13,a=(1,2,5,7,10,12), b = (2,5,6,9).
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Trefle

Przesledzmy to na przyktadzie.
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Trefle

Przesledzmy to na przyktadzie.
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Trefle

Redukujemy kolumy 12 (Algosia od razu méwi N + 1) i 1 (Algosia gra tak samo jak dla
kolumy 2) i dostajemy tabele 4 x 4.

V.
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Trefle

R(3) = 4, czyli gracze chca odrézni¢ 3 od 4. Algosia méwi 1 dla dowolnych dwéch
kolumn (powiedzmy 5 i 10), 2 dla jednej kolumny (powiedzmy 2) i 3 dla jednej kolumny
(powiedzmy 7).

Co robi Bajtek jesli Algosia powie 17

9 11



Trefle

Co robi Bajtek jesli Algosia powie 1 (dla kolumn 5 i 10)7
@ Usuwa kolumny 21 7.

5 10

2 7 12

5 10 15

6 11 16

9 14 19

V.
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Trefle

Co robi Bajtek jesli Algosia powie 1 (dla kolumn 5 i 10)7
@ Usuwa kolumny 2 i 7.

@ Redukuje wiersz 9 (odpowiada 4) i wiersz 5 (gram tak samo jak dla wiersza 6).

5 10
2 7 12
6 11 16
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Trefle

Co robi Bajtek jesli Algosia powie 1 (dla kolumn 5 i 10)7
@ Usuwa kolumny 2i 7.
o Redukuje wiersz 9 (odpowiada 4) i wiersz 5 (gram tak samo jak dla wiersza 6).

o Gra jak w tabeli 2 x 2 — méwi 2 dla jednego z wierszy (powiedzmy 5) i 3 dla
drugiego (powiedzmy 2).

5 10
2 7 12
6 11 | 16

v
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Podsumowanie

e Tworzymy tablice boolowska k x /, wstawiajac w pole (i, /) wartos¢ a; + b; > X
Usuwamy wszystkie wiersze i kolumny z samych jedynek
Usuwamy wszystkie powtarzajace sie wiersze i kolumny (beda sasiadowac)

°
°
@ Jesli nic nie zostato, zwracamy 0
°

Jesli zostato x wierszy, zwracamy [log, x| + 1
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