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概况

预期难度：
Easy：E、J；
Easy-Medium：B、K；
Medium：G、I、M；
Medium-Hard：A、C、F；
Hard：D、H；
Impossible：L。

实际通过人数排序：
EJKGBCIMFAHDL。
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E. Left Shifting 3

题意
给一个字符串，可以左移至多 k 次，最大化左移之后
nanjing 子串的数量。
n ≤ 2× 105，0 ≤ k ≤ 109。

两个 nanjing 子串不可能相交，因此只要左移之后，字符
串的开头不会“截断”一个 nanjing 子串，就能得到最大的
答案。
nanjing 子串的长度是 7，所以左移 7 次之内肯定有个位置
不会截断 nanjing 子串。因此模拟 min(k, 7) 次左移并计算
答案即可。
时间复杂度 O(n)。
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J. Social Media

题意
一个社交平台有 k 个用户，其中有 n 个是你的好友。平台
上还有 m 条评论。每个评论与两个用户 ai, bi 相关，可以看
到该评论当且仅当你同时和 ai 与 bi 两位用户是好友。现在
可以添加至多两个用户为好友，求出能看到的评论数量的最
大值。
n ≤ k ≤ 2× 105，m ≤ 2× 105。

将评论分为三类：
相关的两个用户都是初始存在的好友；
相关的用户中恰有一个是初始存在的好友；
相关的两个用户都是新添加的好友。
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J. Social Media

对于第一类评论，在任何情况下都可见，直接统计出这样的
评论个数即可。
对于第二类评论，我们可以对于每个非初始好友 u 统计 cu，
表示与 u 和初始好友相关的评论数量。则可见的第二类评论
的数量是新添加的用户的 c 值之和。
若不存在可见的第三类评论，则应当按照 c 值从大到小的顺
序贪心选择新增的好友。若存在可见的第三类评论，枚举该
评论后，与其相关的两个用户必须都是新增的好友，也即可
以完全确定新增的好友是哪两位，于是将其 c 值相加后更新
答案即可。
时间复杂度 O(n + m)。
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K. Strips

题意
有 w 个格子排成一行，从左到右编号从 1 到 w。这些格子
中，有 n个是红色的，m个是黑色的，剩下的格子是白色的。
接下来需要用一些不相交的纸条覆盖所有红色格子。每张纸
条必须覆盖 k 个连续的格子。每个红色格子都要被覆盖，每
个黑色格子都不能被覆盖，且纸条数要尽量小。构造一个方
案。
n,m ≤ 105，w ≤ 109。

黑色格子把所有格子分成了几段，我们可以对每段分别求
解。
分段后，问题变为：一些格子排成一行，其中一些格子是红
色的。用最少纸条覆盖所有红色格子，且纸条不超过边界。
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K. Strips

先假设没有边界的限制，只最小化纸条数量。这是一个非常
经典的贪心问题：从左到右枚举红色格子，若当前格子未被
覆盖，则添加一张以该格子为左端点的纸条。
加入边界后可能出现的问题只有：最后一张纸条的右端点超
过了右边界。那我们尝试调整一下，把最后一张纸条的右端
点和当前段的右端点对其。
调整之后，该纸条可能会和上一张纸条发生重叠，那么把上
一张纸条也往左移，依次调整。
如果调整完之后，第一张纸条超出了左端点则无解。因为这
说明最少纸条数乘以纸条长度已经大于本段长度。否则我们
就得到了一个合法解。
复杂度 O((n + m) log(n + m))，主要是排序的复杂度。
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G. Binary Tree

题意
交互题。给定一棵 n 个点的二叉树，树上有一个特殊节点 s，
设 d(u, v) 表示树上两点的距离。每次询问提供两个点 u, v，
返回 d(u, s) 和 d(v, s) 的大小关系。
在 ⌊log2 n⌋ 次询问内求出 s 的编号。
n ≤ 105。
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G. Binary Tree

“交互的本质是二分”。树上怎么二分呢？考虑树的重心。
节点为 n 的树重心 u 满足：去掉 u 之后，剩下的连通块点
数小于等于 n

2。因为给定的是二叉树，所以我们可以对 u 的
度数进行讨论。

u 度数为 0：答案就是 u。
u 度数为 1：说明 n = 2，询问 u 和邻居即可知道答案。
u 度数为 2：询问 u 的两个邻居，即可把问题规模缩小至
⌊ n
2⌋。

u 度数为 3：询问三个连通块里较大的两个。最小的那个连
通块加一，一定小于等于 ⌊ n

2⌋，可以按 n 的奇偶性讨论来反
证 3× ⌊ n

2⌋+ 1 ≤ n 是不满足的。
因此每次询问可以把问题规模从 n 变成 ⌊n

2⌋，就能在
⌊log2 n⌋ 次询问内找到答案。
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B. Birthday Gift

题意
给定一个由 012 组成的字符串。将所有 2 修改为 0 和 1 中
的一个，然后不断删去字符串中两个相邻的相同的字符。求
最后可能得到的最小字符串长度。
n ≤ 2× 105。

将字符串所有偶数位置取反。具体地，对于所有偶数下标的
字符，若原来该字符为 0 则修改为 1，反之修改为 0。
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B. Birthday Gift

则原串中的两个相邻的相同的字符，对应了新串中两个相邻
的不同的字符。不断删去两个相邻的不同的字符直到不能删
除，得到的字符串要么全部为 0，要么全部为 1。这是因为，
如果字符串中同时存在 0 和 1，则必然有一个 0 和一个 1
相邻，于是可以继续进行操作。
每次操作会删除一个 0 和一个 1。故最终的字符串长度是初
始字符串中两种字符个数的差。对于每个 2，将其改为当前
出现次数较小的那种字符，即可保证出现次数的差尽量小。
时间复杂度 O(n)。
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C. Topology

题意
给定一棵由 n 个点组成的外向树，满足父亲的编号小于儿
子。对于每个 1 ≤ i ≤ n，求出这棵树的满足编号为 i 的点出
现在第 i 个位置的拓扑序数量，对 998244353 取模。
n ≤ 5000。

考虑对于所有 i, j 求出 f(i, j)，表示编号为 i 的点在拓扑序中
出现在第 j 位的方案数。答案即为所有的 f(i, i)。
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C. Topology

为了方便转移，设 g(i, j) 表示不考虑子树 i 内部的顺序时，
点 i 出现在第 j 个位置的方案数。从 g(i, j) 乘上子树 i 的拓
扑序个数即可得到 f(i, j)。设子树 u 的大小为 su。
设点 u 的父亲为 p，考虑从 f(p, x) 转移到 f(u, y) 的转移系
数。
首先，需要确定 u 子树中的 su 个点，在剩余的 sp − 1 个空
位中的位置。这里需要保证最靠前的点，也就是 u，出现在
第 y 个位置，所以选择的方案数为

( n−y
su−1

)
。

其次，需要确定在 p 子树中，但不在 u 子树中的 sp − su 个
点在拓扑序中的相对顺序。一棵 n 个点的外向树的拓扑序个
数为：

n!∏n
i=1 si

在预处理 si 的乘积之后容易计算。
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C. Topology

暴力进行转移的复杂度不可接受。
观察转移的系数，发现这个系数与 x 无关，仅需要保证
x < y 即可。于是对 f(p, x) 进行前缀和之后可以 O(1) 进行
一个状态的转移。
时间复杂度 O(n2)。
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I. Bingo

题意
给定一个长度为 nm 的整数序列，将其打乱之后按顺序填入
n × m 的网格中。定义 bingo 整数为最小的整数 k，满足存
在至少一行或者一列，其中所有的数都 ≤ k。求出所有
(nm)! 种打乱方式的 bingo 整数之和，对 998244353 取模。
nm ≤ 2× 105。

定义一行或一列的 bingo 整数为其中填入的数的 max，则所
求的 bingo 整数为所有行列的 bingo 整数的 min。
对于 min 不好处理的情况，考虑使用 min−max 容斥。
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I. Bingo

回顾 min−max 容斥的形式：

min
x∈S

x =
∑

T⊆S,T̸=∅

(−1)|T|−1 max
x∈T

x

在本题中 S 是所有行和列的集合。maxx∈T x 为所有 T 中的
行和列的 bingo 数的最大值。回顾 bingo 数的定义可知，这
个值是所有被 T 中行和列覆盖到的格子中的数的最大值。
由于填数时所有格子互不区分，在所有 (nm)! 种方案中这个
值的和，仅与被覆盖到的格子数量有关，设这个数量为 c。
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I. Bingo

将序列从小到大排序。c 个格子中的最大值为 ai，当且仅当
ai 在这 c 个格子中出现，且 ai+1, ai+2, . . . , anm 均没有出现，
方案数为： (

i − 1

c − 1

)
c!(nm − c)!

将组合数拆开成阶乘的形式，可以分成三部分，分别只和
i, c, i + c 有关，可以使用卷积加速求值。
对每个 c 求出答案之后，枚举 T 中选择了 x 行 y 列，则选
择 T 的方案为

(n
x
)(m

y
)
，c 为 mx + ny − xy，将所有情况的答

案乘上容斥系数求和即可。
时间复杂度 O(nm log(nm))。
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M. Ordainer of Inexorable Judgment

题意
水神的攻击范围是一条以原点为端点的射线，和所有距离射
线 ≤ d 的点的集合。射线的初始方向向量给定，会以每个单
位时间 1 弧度的顺序旋转。给定一个 n 个顶点的凸多边形，
求区间 [0, t] 中攻击范围与目标有交的时间区间长度。
保证凸多边形目标距离原点 > d。
n ≤ 100。

首先计算能攻击到目标的极角范围。能攻击到目标当且仅当
存在射线上的一个点距离凸多边形 ≤ d。考虑将凸多边形扩
展 d 的大小。具体地，将凸多边形的每个顶点扩展成一个半
径为 d 的圆，连接形成一个顶点圆滑的凸多边形。能攻击到
目标当且仅当射线与这个新的图形相交。
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M. Ordainer of Inexorable Judgment

为了求出可行的极角区间，只需要求出极角最小和最大的切
线的极角即可。过原点的新图形的切线，一定与某个顶点扩
展成的圆相切。
求出原点过所有圆的切线。由于区间可能会跨过 2π 的位置，
无法直接求最大最小值。但由于题目保证凸多边形距离原点
> d，也就是必然存在一个半平面满足凸多边形扩展成的图
形在这个半平面内。在半平面内取出最靠左和最靠右的切线
即可。
将时间区间 [0, t] 切分成若干个整周期 [0, 2π] 和一个不整的
区间 [0, θ]，与可行区间求交即可计算答案。
时间复杂度 O(n)。
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F. Subway

题意
有 n 个地铁站和 k 条地铁线路，可以乘坐地铁或者在某站
处换乘。乘坐第 i 条线路的第 j 段需要 wi,j 单位时间。从某
站的 x 号线路换乘到 y 号线路需要 ax · by 单位时间。求出
从站点 1 到每个站点的最短路。
n, k,

∑
(pi − 1) ≤ 2× 105。

考虑用状态 (i, j) 表示当前在第 i 个站，并在第 j 条线路上。
在状态间求最短路来得到答案。
乘坐地铁的转移是简单的，只需要从 (i, j) 转移到第 j 条线
路的下一站 x 对应的状态 (x, j) 即可。
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F. Subway

考虑如何处理换乘的转移。将一个站点的线路按照 b 从小到
大排序，可以发现转移到 b 较小的线路一定代价比 b 较大
的线路小，也就是说，b 较小的状态一定先于较大的状态被
加入优先队列。于是可以考虑进行懒惰转移，在每个结点较
小的 b 被转移出去之后再考虑下一条线路。
对于一个结点上换乘的转移，相当于是给定若干直线，查询
某个 x 处的最小值。使用李超树或者动态凸包可以维护。
时间复杂度 O((n + k +

∑
pi) log(n + k +

∑
pi))。
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A. Hey, Have You Seen My Kangaroo?

题意
有一个 n 行 m 列的网格，其中有一些位置是墙，其余位置
是袋鼠。
给定一个长度为 k 的由 LRUD 组成的操作序列，不断循环执
行这个操作序列。对于每个 i，求出使得含有袋鼠的格子数
量 ≤ i 的最早时刻。不可能达到输出 -1。
nm ≤ 2× 105，k ≤ 200。

可以将问题转化成：对于每个 i，求出进行了前 i 步操作之
后剩余的含有袋鼠的格子数量。
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A. Hey, Have You Seen My Kangaroo?

先求出所有整段周期处的答案，也就是求出所有 k 的倍数时
刻的答案。设位于格子 u 的袋鼠进行一个周期的操作后到达
格子 gou，连出所有有向边 u → gou。所有点的出度都为 1，
整张图构成一个内向的基环树森林。
每进行一个周期的操作之后，一个袋鼠会移动到基环树上的
父亲结点处。求出每个点 u 的子树的高度 hu，u 点在第
[1, hu] 个整周期后存在袋鼠。对于环上的点，每个整周期后
袋鼠都会存在，可以看做环上的点的 hu = +∞。
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A. Hey, Have You Seen My Kangaroo?

然后求出非整段周期处的答案。先求出第一个周期中的合并
情况。模拟前 k 次操作，记录每次操作导致的袋鼠的合并，
可以求出第一个周期每个时刻的答案。
对于之后的周期，它们的合并情况与第一个周期相似。具体
地，对于模拟的前 k 次操作中的每次合并，设合并发生的时
刻为 i，合并的两个点为 u, v。u 点和 v 点分别在第 [1, hu]
和第 [1, hv] 个整周期处存在袋鼠，故这次合并在周期
[1,min(hu, hv)] 中的每个周期的第 i 个时刻都会产生合并，
让答案 −1。
将两个点 u, v 合并之后，新的格子的 h 值为 hu 和 hv 中的
较大值。
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A. Hey, Have You Seen My Kangaroo?

求出所有合并之后，做前缀和即可求出每个时刻剩余的有袋
鼠的格子数量。
时间复杂度 O(nmk)，空间复杂度 O(nm)。
由于采用了特殊的空间限制，无法开下一个 O(nmk) 大小的
整形数组，这是为了尽量避免寻址常数过大导致时间复杂度
正确的算法运行超时。
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H. Border Jump 2

题意
多组询问，每次给定一个字符串，每次操作可以删除开头或
者结尾的一个字符。或者选择一个前缀，使得这个前缀的反
串是当前串的后缀，将当前串修改为这个前缀，并将分数
+1。求可能获得的最高分数。
|s| ≤ 105，

∑
|s| ≤ 2× 105。
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H. Border Jump 2

引理一

如果 s 为回文串，则答案至少为
⌈
|s|
2

⌉
− 1。

如果 s 不为回文串，则对其进行 “选择前缀” 操作得到的串
长度不超过

⌈
|s|
2

⌉
− 1。

证明
对于回文串 s，可以选择长度为 |s| − 1 的前缀，让分数 +1，
并删除开头的字符得到一个长度为 |s| − 2 的回文串。
故由归纳可以证明引理上半部分。
对于非回文串 s，若其前缀 t 的反串是后缀，且两个串出现
部分有重合，则可以推出 s 的反串和 s 本身相等，与 s 非回
文矛盾，故引理下半部分得证。
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H. Border Jump 2

引理二
对于每次执行 “选择前缀” 操作时的字符串组成的序列
t1, t2, . . . , tk，|t1| > |t2| > · · · > |tk|。至少存在一种使得答
案最优的操作方案，使得存在一个 0 ≤ p ≤ k，满足
t1, t2, . . . , tp 是非回文串，tp+1, tp+2, . . . , tk 是回文串。
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H. Border Jump 2

证明
考虑最小的 p 使得 tp 是回文串。如果这样的 p 不存在则引
理已经成立。
若存在 p′ > p 使得 tp′ 不是回文串，则由引理一，对 tp′ 进
行 “选择前缀” 操作后，可能得到的后续分数不超过得到串
的长度 −1，也就是不超过

⌈ |tp′ |
2

⌉
− 2。算上这次 “选择前

缀” 操作，和从 tp′−1 到 tp′ 的操作，不超过
⌈ |tp′ |

2

⌉
。但是

tp′−1 是回文串，故由引理一，可以达到的分数至少为⌈ |tp′−1|
2

⌉
− 1。由于 |tp′−1| > |tp′ |，故保持一直是回文串的得

分至少为当前状况得分 −1。
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H. Border Jump 2

证明
然后证明不能全部取到等号。
全部取到等号至少需要 tp′−1 的长度为 tp′ 的长度 +1 且为
偶数。且 tp′ 有一个长度为

tp′−1

2 的前缀，其反串为一个后
缀，故可以推出 tp′−1 所有字符均相等，此时 tp′ 也是回文
串，导出矛盾。
故引理成立。
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H. Border Jump 2

对于第一个回文串 tp，可以证明 tp 是某个左端点开始的最
长的回文前缀，且存在一种最优操作序列使得 t1, t2, . . . , tp
的左端点相同，证明暂略。
于是可以枚举左端点，从最长回文前缀开始，不断每次找到
其反串的下一个出现位置，直到反串不存在。由于每次扩展
长度至少变大一倍，所以至多扩展 log |s| 次。
用线段树或者主席树，配合后缀自动机维护出现位置即可。
时间复杂度 O(|s| log2 |s|)，空间复杂度 O(|s|) 或
O(|s| log |s|)。
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D. Toe-Tac-Tics

题意
给定 n 个 3× 3 的井字棋棋盘。初始每个棋盘上有若干个 x
和 o。Alice 和 Bob 轮流进行操作，Alice 每次在棋盘上放入
一个 x，Bob 每次在棋盘上放入一个 o。进行操作后，如果
存在一个棋盘上一行/一列/一条对角线上有三个相同的字
符，则进行这次操作的玩家输掉游戏。在棋盘被填满之后，
不能进行任何操作的玩家输掉游戏。
n ≤ 105。

单个棋盘的游戏可以通过记忆化搜索判断胜负，但是现在有
很多个棋盘，我们需要考虑所有棋盘的 “和”。对于单个棋
盘，如果能计算出每个局面下 Alice 比 Bob “多走几步”，整
个游戏的胜负会由所有棋盘的这个值之 “和” 决定。我们称
这个值为游戏 G 的值，记为 G = {GL|GR}，这里 GL 和 GR

分别表示左边 (Alice) 和右边 (Bob) 操作后的游戏的集合，
并且我们不再区分游戏本身和游戏的值。
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D. Toe-Tac-Tics

对于游戏 G = {L|R}，如果 L 和 R 都是数且 L < R，那么 G
为区间 (L,R) 内 “最简单的数”。具体来说，如果区间内有
整数，那么 “最简单的数” 为最接近 0 的整数，否则为区间
内分母是 2 的正整数幂且幂次最小的分数，不难发现这个数
是唯一的。
考虑游戏 G = {GL|GR} 的化简，对于 G1,G2 ∈ GL，如果
G1 ≤ G2，也就是 G1 对左边不优于 G2，就可以直接在 GL 中
去掉 G1，这样如果 GL 非空且都是数，化简后就只剩下一个
数 L，类似地对 GR 有一个数 R。特别地，GL = ∅ 可以认为
L = −∞，GR = ∅ 可以认为 R = +∞。此时如果有 L < R
就可以利用上述规则计算 G 的值，否则 G 不能表示为数。
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D. Toe-Tac-Tics

现在我们可以处理游戏的值都是数的情形，但是初始全空的
棋盘是一个先手必胜的局面，不能被表示为数，我们需要对
上述计算规则进行扩充。考虑一个石子的 nim 游戏
G = {0|0}，无论是 L 先操作还是 R 先操作都会变为后手必
胜的局面 0，因此是一个先手必胜局面，记该局面的值为 ∗。
扩展到多个石子的 nim 游戏就得到了 nimber，记为
∗n = {∗0, ∗1, . . . , ∗(n − 1)|∗0, ∗1, . . . , ∗(n − 1)}。特别地，
∗0 = {|} = 0，∗1 = {0|0} = ∗。
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D. Toe-Tac-Tics

考虑游戏 G = {GL|GR}，这里 GL 和 GR 中的所有游戏均能
被表示为 a+ ∗b 的形式，其中 a 是数，b 是非负整数。对于
两个值不同的游戏 G1 = a1 + ∗b1 和 G2 = a2 + ∗b2，如果
a1 < a2 那么 G1 ≤ G2，如果 a1 > a2 那么 G1 ≥ G2，否则两
个游戏无法比较。在非空的 GL 中去除所有对左边不优的游
戏之后，会剩下一系列 a 相同的游戏，记这些游戏的 a 为
La，b 的集合为 Lb，类似地对 GR 有 Ra 和 Rb。如果
La < Ra 那么 G 仍然是数，并且对于双方来说，选择 b 为 0
的游戏都会比不为 0 的游戏略优一个先手，可以分析 G 的
值有如下四种情况：
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D. Toe-Tac-Tics

如果 0 ∈ Lb 且 0 ∈ Rb，那么 G 为区间 (La,Ra) 内 “最简单
的数”；
如果 0 /∈ Lb 且 0 ∈ Rb，那么 G 为区间 [La,Ra) 内 “最简单
的数”；
如果 0 ∈ Lb 且 0 /∈ Rb，那么 G 为区间 (La,Ra] 内 “最简单
的数”；
如果 0 /∈ Lb 且 0 /∈ Rb，那么 G 为区间 [La,Ra] 内 “最简单
的数”。
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D. Toe-Tac-Tics

否则 La = Ra，如果此时也有 Ra = Rb，那么 G − La 是一个
nim 游戏，其值为 ∗mex(Ra)，这里 mex(Ra) 是不属于 Ra 的
最小非负整数，于是有 G = La + ∗mex(Ra)。否则 Ra ̸= Rb，
情况会变得更为复杂，但是在搜索一个棋盘的所有局面之
后，可以发现所有局面的值都已经能在上述的计算规则内得
到，因此不需要再继续扩展计算规则。
现在只需要将所有棋盘的值 ai + ∗bi 求和得到∑

i ai + ∗(⊕ibi)，如果
∑

i ai > 0 则左边 (这里是 Alice) 必胜，
如果

∑
i ai < 0 则右边 (这里是 Bob) 必胜，否则

∑
i ai = 0，

如果 ⊕ibi = 0 则后手 (这里是 Bob) 必胜，否则是先手 (这
里是 Alice) 必胜。
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L. P ⊕ Q = R

题意
构造三个 0, 1, . . . , n − 1 的排列 P,Q,R
使得 ∀0 ≤ i < n,Pi ⊕ Qi = Ri。(⊕ 为按位异或操作)
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L. P ⊕ Q = R

首先，两边同时全部异或起来，
0 = ⊕n−1

i=0 (Pi ⊕ Qi) = ⊕n−1
i=0 (Ri) = ⊕n−1

i=0 (i)。
会发现 n 必须满足 mod 4 余 0 或者 1 。
n = 4k + 1
当 n = 0 的时候显然有唯一解。
当 n > 0 时无解，因为观察最高位的 01，异或出来的序列
必定会有偶数个 1，这与目标不符。
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L. P ⊕ Q = R

记原问题为问题 A，这边可以规约到问题 B：
定义 n 的双排列为 0, 0, 1, 1, 2, 2, ..., n − 1, n − 1 的
permutation
构造两个双排列 pi, qi ，使得对应位置异或之后 ri = pi ⊕ qi
仍然是双排列
（可以把 pi 固定成 0, 0, 1, 1, 2, 2, ..., n − 1, n − 1）
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L. P ⊕ Q = R
下面举例说明规约流程，假设问题 B 的 n′ = 2k 的解如下：

我们把它倍增复制一下（这样变成 n = 4k ）

第一行每个节点内部的两个数连边，这里可以发现有 0-4-0，
2-3-1-2 两个环
将节点内部的两个数（形成的边）按环上的顺序排好
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L. P ⊕ Q = R

将所有数都乘上四倍，然后在最后两个 bit 上操作
第一行依次放上 [0, 1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, · · · ]
第二行依次放上 [0, 2, 1, 3, 0, 2, 1, 3, · · · ]（只不过同一组的 0 和 2
之后有机会交换，1 和 3 之后有机会交换）
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L. P ⊕ Q = R

由于
(0, 1)⊕ (0, 2) = (0, 3), (0, 1)⊕ (2, 0) = (2, 1)
(2, 3)⊕ (1, 3) = (3, 0), (2, 3)⊕ (3, 1) = (1, 2)
我们可以反转一些 (0, 2) 对或者 (1, 3) 对，使得第三行相同的数
错开

这样就成功用问题 B 的解，构造出了对应问题 A 的解。
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L. P ⊕ Q = R

加强一下问题 B 变成问题 C：
构造两个长度为 n 的排列 pi, qi ，使得 i ⊕ pi 和 i ⊕ qi 这 2n
个数构成双排列
（加强的限制是一组 0, 1, . . . , n − 1 必须对应一组
0, 1, . . . , n − 1）
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L. P ⊕ Q = R

假设 n = 2l + k，其中 0 ≤ k < 2l，那么需要按照如下表格来进行
组合：
（其中 block 2, 4, 5 凑出 2l 的双排列，block 1, 3 凑出 k 的双排列
再将结果异或上 2l）
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L. P ⊕ Q = R

问题 D(2l, k) 定义为：
构造两个长度为 n = 2l 排列 pi, qi ，使得 i ⊕ pi 和 i ⊕ qi 这
2n 个数构成双排列
并且 {p0, p1, . . . , pk−1} = {0, 1, . . . , k − 1}，
{pk, pk+1, . . . , p2l−1} = {k, k + 1, . . . , 2l − 1}
也就是 p 数组的位置 k 上有个挡板阻止排列的流动
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L. P ⊕ Q = R

构造方法：
当 2l = 1 时 p = [0]�q = [0]

当 2l = 2 时 p = [0, 1]�q = [1, 0]（挡板在任何地方都成立）
其余情况：
设 B = 2l−1 ，先构造 q 把 i ⊕ qi 弄成
[B,B,B + 1,B + 1, . . . , 2B − 1, 2B − 1]（这一步简单手玩）
从子问题 D(B, k mod B) 得到 [p′first, p′second, q′]
假如 k < B 就是 p = [p′first, p′second, q′ ⊕ B]
否则就是 p = [q, p′first ⊕ B, p′second ⊕ B]
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L. P ⊕ Q = R
以 2l = 16,B = 8, k = 11 举例：
构造 q 使得 i ⊕ qi 弄成 [8, 8, 9, 9, . . . , 15, 15]

得到子问题 D(8, 3) 的解（这个示例也符合所说的递归构造）：

扩展出 D(16, 11) 的解：
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L. P ⊕ Q = R

思路脚手架：
手动构造 n = 2l 是比较容易的，但还是需要打表得知所有
的 n = 4k 都有解
可以发现问题 A 的 n = 8k 能规约到问题 A 的 n = 4k
从 n = 12 的情况可以进一步做出 n = 3× 2l 的情况，也能
找到问题 A 归约到问题 B 的思路。
到这一步可以写出 n ≤ 24 的打表，但打表已经没有用了，
需要果断放弃掉。
按照位运算的传统步骤一位一位做，从最低位做比较困难。
需要从高往低做并加强约束使得能递归构造
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Thank you!
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