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预期难度

• Easy: D, K, M
• Easy-Mid: C, I
• Mid: A, E, G, H
• Mid-Hard: B, F
• Hard: J, L
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D. Duel of Wrath

题目大意
两名观者 A, B 在决斗，基础攻击力分别为 a, b，初始生命值分别为 hA, hB。
每轮双方各处于普通或愤怒姿态，愤怒使其造成的伤害和受到的伤害都翻倍。
双方同时攻击并扣血，回合结束若有一方生命值小于等于 0，战斗立即结束。
只有 B 死亡且 A 存活才算 A 获胜。判断无论每轮双方姿态如何变化，A 是否都能获胜。
1 ≤ a, b, hA, hB ≤ 1018，1 ≤ T ≤ 105。
• Standard Solution: 394 bytes (Cpp)
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• 决斗进行若干轮后，A, B 受到的伤害可以分别写成 S · b 和 S · a，其中 S 是一个正整数。
• 假设决斗在某一轮结束。上一轮结算时，B 的生命值仍然大于 0，满足 S · a < hB，此

时 S 至多达到 Smax =

⌊
hB − 1

a

⌋
。不难发现，只要双方此前一直保持 Normal 状态，这

个上界总是能取到。

• 而在决斗的最后一轮，S 至多再增加 4，故整场战斗 A 受到的伤害至多是 (Smax +4) · b。
• 综上，A 在所有情形下均能获胜的充要条件为 hA > (Smax + 4) · b。
• 单组数据时间复杂度 O(1)。
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M. Minimum Records

题目大意
给定 n 个区间 [li, ri]，从每个区间选一个整数 ai，构成序列 {a}。
若 ai 严格大于此前的所有元素，则称位置 i 刷新了纪录。位置 1 总是刷新纪录。
求可以达到的最少纪录次数。1 ≤ n ≤ 106，

∑
n ≤ 106，−109 ≤ li ≤ ri ≤ 109。

• Standard Solution: 822 bytes (Cpp)
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• 每当选择一个新的极大值位置时，都可以将该位置的值增大到区间右端点。这样不会改
变它已经是极大值位置的事实，并且只会让后面的选择更容易。因此我们只需要考虑把
极大值位置取为对应的 ri。

• 设当前已经确定的最大值为 M。从上一次确定答案之后开始扫描，并维护这一段内出
现过的最大右端点 R。

• 若 li ≤ M，则位置 i 可以选择一个不超过 M 的整数，因此暂时不必增加极大值位置。
此时只需要用 ri 更新 R。

• 若 li > M，那么位置 i 不可能选择一个不超过 M 的数。因此，从上一段开始到位置 i
之间，任何方案都必须至少增加一个极大值位置。贪心地选择其中右端点最大的区间作
为这个极大值位置，并令新的最大值为 R。

• 时间复杂度 O(n)。
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K. Keep Your Distance

题目大意
给定数轴上的 n 个坐标 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an，还给定 l2, l3, . . . , ln。
要为每个位置选择一个整数坐标 bi，要求 |bi − bi−1| ≥ li。问 max

1≤i≤n
|ai − bi| 的最小值。

2 ≤ n ≤ 105，
∑

n ≤ 105，1 ≤ ai, li ≤ 109。
• Standard Solution: 1.04 kB (Cpp)
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• 二分答案 d。问题转化为判定是否存在 {b}，使得 bi ∈ [ai − d, ai + d] 且 |bi − bi−1| ≥ li。
• 令 Li = ai − d，Ri = ai + d。从左到右的顺序考虑每个位置，设 Si ⊆ [Li,Ri] 为满足前

i 个位置所有约束的合法取值 bi 的集合，初始有 S1 = [L1,R1]。
• 令 mni−1 = min Si−1 与 mxi−1 = max Si−1。对于位置 i 的任意候选坐标 x ∈ [Li,Ri]：

• x 能由某个位于其左侧的 y ∈ Si−1 转移而来（即 y ≤ x − li）当且仅当 mni−1 ≤ x − li；
• x 能由某个位于其右侧的 y ∈ Si−1 转移而来（即 y ≥ x + li）当且仅当 mxi−1 ≥ x + li。

• 综上，位置 i 的可行集 Si 恒等于区间 [Li,Ri] 与 (−∞,mxi−1 − li] ∪ [mni−1 + li,+∞)
的交集。我们只需在从左到右扫描的过程中 O(1) 维护 mni 与 mxi。若在某一步交集为
空则当前二分的 d 不可行。

• 时间复杂度 O(n log w)，其中 w 为值域。
• Bonus：本题可以做到 O(n)。
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C. Counting Arrays

题目大意
给定 n,m，求满足 a1 = 0、ai+1 − ai ∈ {0, 1} 的整数序列 {a} 的数量。
另有 m 个前缀和限制：

∑pj
i=1 ai = vj，以二元组 (pj, vj) 形式给出。

输出同时满足所有限制的序列数量，结果模 998244353。
1 ≤ n ≤ 100，0 ≤ m ≤ n，0 ≤ vj ≤ 109，1 ≤ T ≤ 104。

• Standard Solution: 1.68 kB (Cpp)
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• 我们可以按约束位置把整个数组分成几段，一段一段来考虑。
• 对于相邻两个约束位置 L 和 R（设距离为 ℓ = R − L），假设左端点的值为 aL。如果不
做任何加 1 操作，这一段里所有数都是 aL，区间和的增量就是 ℓ · aL。如果在某一步让
数组的值加 1，这个加 1 会一直影响到位置 R。具体来说，在这 ℓ 步中每加一次 1，就
能对区间和产生一个介于 1 到 ℓ 之间的贡献，并且每步的贡献互不相同。

• 因此，如果在这一段内我们把数值一共加了 c 次 1（即 aR = aL + c），并且需要让区间
和多出 w（也就是实际需要的区间和增量减去 ℓ · aL），问题就直接等价于：

• 从 1 到 ℓ 这 ℓ 个互不相同的整数中，选出 c 个数，使其和恰好为 w。
• 只要位置 R 的前缀和满足要求，前面具体是怎么加 1 的就不用管了，接下来的状态只
和 aR 的值有关。
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• 由于数据范围不大，我们可以预先用 01 背包把“从 1 到 n 中选 c 个数和为 w”的方案
数全算出来，这部分的时间复杂度为 O(n4)。

• 处理每组测试数据时，只需要从左到右做简单的 DP。维护到达每个约束位置时，该位
置可能的 aR 值的方案数。转移时枚举上一段结束时的值 aL 以及加 1 的次数 c，缺的
区间和 w 就唯一确定了，直接去预处理的表里查出方案数即可 O(1) 转移。处理完最后
一个约束后，后面没有约束的元素每个都可以随便选（加 0 还是加 1），所以把所有方
案数加起来乘上 2 的剩余长度次方就是最终答案。

• 单组数据的 DP 耗时 O(n2)，总时间复杂度 O(n4 + Tn2)。
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I. Invisible Edges

题目大意
这是一道通信题。
第一次运行菜猫得到一片森林的所有边，需要给每个顶点 u 赋一个整数 au ∈ [1, 2n]。
随后顶点被任意重新编号，赋值随顶点保留。
第二次运行菜狗只得到 n 和新编号下各顶点的数值，需要恢复新编号下的所有边。
1 ≤ n ≤ 2 · 105，

∑
n ≤ 2 · 105。

• Standard Solution: 1.44 kB (Cpp)
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• 对森林做 DFS，依次遍历每个连通分量，首次进入顶点 u 时在序列末尾写下一个左括
号，离开 u 时在序列末尾写下一个右括号。至此整片森林和一串长度为 2n 的括号序列
S 相对应。

• 在菜猫的回合，令每个顶点 u 的权值 au ∈ [1, 2n] 等于首次进入该顶点时所写下的左括
号在序列 S中的位置下标。这样赋予的 n个顶点权值两两不同。在菜狗的回合，无论原
图的顶点编号经过怎样的打乱，收到的序列 {b} 依然两两不同，且集合 {b1, b2, . . . , bn}
恰好指出了 S 中所有左括号的位置，即位置 bi 唯一对应重标号后的顶点 i。

• 因此，菜狗只需按 t = 1, 2, . . . , 2n 的顺序从左到右扫描并维护一个顶点栈，即可完整
还原 DFS 的过程：若位置 t 等于某个顶点的权值 bi（对应左括号），则当栈非空时，此
时的栈顶顶点正是顶点 i 在 DFS 树中的父结点，在栈顶顶点与 i 之间连一条边后将 i
压入栈中；若位置 t 未在 b 中出现（对应右括号），则直接弹出栈顶顶点。遍历结束后
即可还原森林的所有边。

• 两次运行的时间复杂度均为 O(n)。
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H. Hidden Order

题目大意
有一个长度为 n 的隐藏数组 a，每个元素都是 0、1 或 2。
每次选择两个下标 i, j，询问 Q(i, j) = [ai > aj].
请在至多 2n − 3 次询问内，输出下标的一个排列 p，使得 ap1 ≤ ap2 ≤ · · · ≤ apn .
交互器是自适应的。2 ≤

∑
n ≤ 500。

• Standard Solution: 899 bytes (Cpp)
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• 本题存在多种解法，这里给出较为简单的两种解法。
• 定义一遍操作如下：

• 用一个初始为空的双端队列，按给定顺序处理下标。对新下标 x，若队列为空则直接入队；
• 否则设队尾为 y，询问 Q(y, x)。回答 1 将 x 放队首，回答 0 放队尾。

• 注意到，首次遇到全局最大值 M 后，此后等于 M 的元素放入队尾，小于 M 的元素放
入队首。因此，一遍操作会将所有最大值集中到末尾。

• 对 1, 2, . . . , n 做一遍，得到至多含两种值的前段 B，以及仅由最大值 M 组成的后缀。
取走末尾一个 M，对剩余序列再做一遍。此时 B 被排好，其后的 M 依次放入队尾。最
后追加取走的下标，整个序列有序。

• 时间复杂度 O(n)，恰好用了 (n − 1) + (n − 2) = 2n − 3 次询问。
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• 另一种解法如下。
• 从左到右询问 Q(i, i + 1)；若全为 0，原序列有序，直接输出，共用 n − 1 次询问。

• 否则，在第一次得到 1 时停止。设此时问到 (r, r + 1)，已用 r 次，且
a1 ≤ · · · ≤ ar > ar+1。记 p = r + 1，由 ar > ap 知 ap ∈ {0, 1}。

• 令 L = {i : ai ≤ ap}, R = {i : ai > ap}。两个集合均至多含两种值，且 L 中的值都小
于 R 中的值。

• 用两个双端队列充当 L,R。先对 i = 1, . . . , r − 1 依次询问 Q(i, p) 分组，并追加至对应
队列队尾，恰用 r − 1 次。再将 p 追加到 L，r 追加到 R。此时两队列均有序且非空。

• 对 i = r + 2, . . . , n，先问 Q(i, p) 分组，再与所在队列的队尾比较，按上一页规则插入。
每个元素用两次询问，两队列始终有序，最终输出 L 再输出 R。

• 时间复杂度 O(n)，恰好用了 r + (r − 1) + 2(n − r − 1) = 2n − 3 次询问。
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A. Average of Averages

题目大意
给定序列 ai = i（1 ≤ i ≤ n），在线段树上维护区间平均值。
区间 [l, r] 按 m = ⌊(l + r)/2⌋ 分成 [l,m] 和 [m + 1, r]。叶子存 ai，父节点错误地存两个子节
点值的算术平均。查询 [L,R] 时，完全覆盖的节点直接返回存储值；若只涉及一侧，则递归
查询该侧；若涉及两侧，则返回两侧查询结果的算术平均。
求有多少个区间 [L,R] 的查询结果恰好等于真实平均值 (L + R)/2。
所有运算均为精确有理数运算。1 ≤ n ≤ 106，

∑
n ≤ 2 · 106。

• Standard Solution: 1.01 kB (Cpp)
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• 显然，符合条件的区间满足 Query(1,n,L,R) =
L + R

2
.

• 考虑分治，在每个线段树节点 [l, r] 处统计内部符合条件的区间 [L,R]，记 m = ⌊ l+r
2 ⌋。

在当前节点仅需考虑跨中点的区间。对于跨中点的区间 [L,R]，它由左子区间的一个后
缀 [L,m]，以及右子区间的一个前缀 [m + 1,R] 组成。

• 设 Pl,r(i) = Query(l, r, l, i)、Sl,r(i) = Query(l, r, i, r)，分别表示线段树节点的前缀、后
缀查询结果。记节点存储值为 vl,r，则有

Pl,r(i) =


Pl,m(i), l ≤ i ≤ m,

vl,m + Pm+1,r(i)
2

, m < i ≤ r,

Sl,r(i) =


Sl,m(i) + vm+1,r

2
, l ≤ i ≤ m,

Sm+1,r(i), m < i ≤ r.
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• 即统计符合以下条件的二元组 (L,R) (l ≤ L ≤ m < R ≤ r)：

Sl,m(L) + Pm+1,r(R)

2
=

L + R
2

⇐⇒ Sl,m(L)− L = R − Pm+1,r(R).

• 注意到等式左侧只与左端点 L 有关，右侧只与右端点 R 有关。因此，可以先枚举所有
右端点 R ∈ [m + 1, r]，用哈希表记录 R − Pm+1,r(R) 的出现次数；再枚举所有左端点
L ∈ [l,m]，查询 Sl,m(L)− L 的出现次数并累加。每个节点的合并与统计需要期望
O(r − l + 1) 时间，逐层处理的总时间为期望 O(n log n)。使用 map 实现则时间复杂度
为 O(n log2 n)。

• 注意到相同长度的节点本质等价，可以按照节点长度记忆化 Sl,r,Pl,r 和节点答案，期
望时间复杂度降低到 O(n)。若使用 map 实现，则时间复杂度为 O(n log n)。

• 一些基于 sort 实现的 O(n log2 n) 方法常数极小，也可能通过本题。
• 注意到存在除法运算，将序列乘以 2 的极大幂即可完全使用整数实现本题。
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E. Enclose the Point

题目大意
平面上给定 n 个互不相同的点，以及 q 次询问，每次给定一个点 Q。
从给定点中选出若干个作为顶点，构造一个严格包含 Q 的简单多边形，并使顶点数最少。
输出最少顶点数及按顺时针或逆时针排列的顶点编号。若无解，输出 −1。
3 ≤ n ≤ 105，

∑
n ≤ 105，

∑
q ≤ 105，所有坐标均为绝对值不超过 109 的整数。

• Standard Solution: 3.26 kB (Cpp)
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• 首先求给定点集 P 的凸包，如
果询问点 Q 严格在凸包内就有
解，否则一定无解。

• 对于有解的情况，选取任意一个
凸包顶点（例如左下角那个点，
记为 A）对凸包做三角剖分，如
果 Q 严格落在某一个三角形中，
由于多边形边数至少为 3，则这
个三角形就是所求的多边形。

A

B X

D

EF

G

Q
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• 如果它在某个对角线上（记对角
线两个端点中 A 以外另一端点
记为 X），则从凸包顶点中补选
点，保证直线 AX 的两侧各至
少补选一个点。包括 A 和 X 在
内凑够五个，就一定能在这五个
点里找到三个点，使得 Q 严格
落在以这三个点为顶点的三角
形内。

• 注意不能通过简单的换三角剖
分的顶点来找三角形。

A

B C

D

XF

G Q
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• 凑不够五个的情况是凸包只有
四个点的情况（因为三个点的情
况没有对角线）。

• 这种情况下如果 Q 点落在一条
对角线上而没有落在另一条对
角线上，则显然有三个点的解。

• 对于 Q 点落在两条对角线交点
上的情况，考虑点集 P 是否存
在在两条对角线以外的点，如果
存在则这五个点一定存在三个
点构成答案。

A B

CD

EQ
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• 如果不存在这样的第五个点，则
所有点都落在两条对角线所在
的直线 l1 和 l2 上。任取三个点，
至少有两个点落在同一条直线
上，第三个点位于这条直线上或
其中一侧，因此三角形不可能严
格包含交点 Q。此时答案取整
个四边形凸包即可。 A B

CD

E

F

G

HI

J

K

L

Q
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• 具体实现时，先求出点集 P 的凸包。如果凸包只有四个顶点，再扫描点集，判断是否
存在位于两条对角线所在直线之外的点，并记录这样的点。每次询问通过二分凸包，判
断 Q 是否严格位于凸包内部，并确定它所在的三角形或对角线。

• 如果已经找到五个候选点，并根据前面的结论确定其中存在三个点构成答案，则直接在
这五个点上枚举三角形，判断是否严格包含 Q。

• 时间复杂度 O(n log n + q log n)。
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G. Graph Reconstruction

题目大意
给定一个 n × n 矩阵 A。当 i = j、i = 1 或 j = 1 时，aij = −1。其余位置为非负整数。
构造一个顶点编号为 1, 2, . . . , n 的无向简单图，使得对任意不同的 i, j > 1，删除这两个顶
点及其关联边后，恰好剩下 aij 条边。
每对顶点的删除均独立地从原图开始。保证有解，输出任意合法图的邻接矩阵。
4 ≤ n ≤ 103，

∑
n2 ≤ 1.2 · 106。

• Standard Solution: 2.61 kB (Cpp)
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• 令 ei,j = 0/1 表示 G 的邻接矩阵，Hi 表示 G 删去点 i 后的图，degHi
(j) 表示 Hi 中点 j

的度数，E(Hi) 表示图 Hi 的边数。另外，对于题目中给出的矩阵 A，令 ai,j 表示其元
素，ri 表示第 i 行求和的结果（不包含 −1）。

• 首先，考虑描述 ei,j。

ei,j = degG(j)− degHi
(j)

= (E(G)− E(Hj))− (E(Hi)− ai,j)

= ai,j + E(G)− E(Hi)− E(Hj)

(1)

• 这启发我们继续描述 E(G) 和 E(Hi)，其中的关键是握手定理。
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• 对 i ≥ 2 的 Hi 列握手定理。

2E(Hi) = degHi
(1) +

∑
j≥2, j̸=i

degHi
(j)

= degHi
(1) +

∑
j≥2, j̸=i

(E(Hi)− ai,j)

= degHi
(1) + (n − 2)E(Hi)− ri

• 当 n > 4 时，整理得

E(Hi) =
ri − degHi

(1)

n − 4
(2)

• 在原图 G 上列握手定理。

2E(G) = degG(1) +

n∑
i=2

degG(i)

= degG(1) +

n∑
i=2

(E(G)− E(Hi))

• 于是

E(G) =

∑n
i=2 E(Hi)− degG(1)

n − 3
(3)
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• 对于 n ≥ 6，枚举 degG(1) = 0, 1, . . . , n − 1。注意到 degHi
(1) 只有两种取值且相差 1，

分别代入 (2) 式，由于分母 n − 4 ≥ 2，因此至多一种取值能使 E(Hi) 为非负整数。

• 确定了每个 E(Hi)，就能用 (3) 式求出 E(G)，再用 (1) 式求得所有 ei,j。最后在构造出
的图上重新统计边数和各点度数，检查得到的 ai,j 是否和题目给出的一致。

• 枚举 degG(1) 并逐行算 E(Hi) 是 O(n2) 的。把图完整建出来 check 每次也需 O(n2)，
但因为当 i = 2 时看 (2) 式

degG(1) = r2 + e1,2 − (n − 4)E(H2)

固定 e1,2 后，可行的 degG(1) 之间至少相差 n − 4。由于 n − 1 < 3(n − 4)，区间
[0,n − 1] 中至多有三个这样的值。e1,2 只有两种取值，因此至多只会进行 6 次 check。

• 当 n ≤ 5 时是简单的，暴力算就行。总时间复杂度 O(n2)。
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F. First Word

题目大意
给定一个长为 n 的小写字符串 S。选出 k 个本质不同的非空子串作为词典中的单词。
读者可以指定一个 {a, b, c, . . . , z} → {a, b, c, . . . , z} 的置换，并逐个替换词典中的单词。
要求无论指定什么样的置换，字典序最小的始终是同一个单词。
对每个 k = 1, 2, . . . , n，求满足要求的词典数量，结果模 998244353。1 ≤ n ≤ 105。

• Standard Solution: 6.93 kB (Cpp)
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• 要求等价于某个被选单词是其余单词的前缀。先反转 S 及所有被选单词，将前缀转为
后缀，再建出后缀链接树。

• 对状态 u，记 du = lenu − lenlinku，即 u 表示的不同子串数。再记 Du =
∑

v∈subtree(u) dv，
即 u 的子树中所有不同子串的数量。

• 合法选择中，设最短被选串属于状态 u，那么其他被选状态都在 u 的子树内。反过来，
从这个子树中选 k 个串，且至少选一个属于 u 的串，也一定合法。

• 枚举这个唯一的状态 u，得到

ansk =
∑

u

((
Du
k

)
−
(

Du − du
k

))
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• 记 Xu = Du，Yu = Du − du。展开组合数得到

ansk =
1

k!
∑

u
((Xu)k − (Yu)k)︸ ︷︷ ︸

Qk

• 这里用 (x)k = x(x − 1) · · · (x − k + 1) 表示下降阶乘。下降阶乘和普通幂可以通过斯特
林数相互转换，因此分两步走。

• 第一步，对所有 i 算出幂和 Pi =
∑

u(Xi
u − Yi

u)。

• 第二步，已知所有 Pi，对所有 k 算出 Qk =
∑k

i=0 s(k, i)Pi。这里 s(k, i) 表示有符号第
一类斯特林数。

电子科技大学出题组 UESTC
第 51 届 ICPC 亚洲区域赛（成都站）题解 32 / 58



D M K C I H A E G F B J L

• 先来做第一步，即求 Pi =
∑

u(Xi
u − Yi

u)。

• 构造 A(x) =
∏

u(1− Xux)，B(x) =
∏

u(1− Yux)。

• 由泰勒公式，log(1− tx) = −
∑

i≥1
ti

i xi，也就是说

log A(x)− log B(x) = −
∑
i≥1

Pi
i xi

• 因此构造出 A,B 后，只需进行两次多项式 log 即可得到全部 P1, . . . ,Pn。而 A,B 都是
若干一次多项式的乘积，可用分治配合 NTT 在 O(n log2 n) 内求解。
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• 下面做第二步，即求所有 Qk =
∑k

i=0 s(k, i)Pi。

• 目标等价于将多项式 (x)k =
∑k

i=0 s(k, i)xi 的各项系数与序列 P 的对应项相乘并求和。
• 考虑分治，当前区间 [l, r]，中点 m = ⌊(l + r)/2⌋，左半区间长度 lenL = m − l + 1。对
右半区间的第 s 个位置（即区间第 lenL + s 个元素），其连续乘积多项式可拆分为

m+s∏
t=l

(x − t) =
( m∏

t=l
(x − t)

)
︸ ︷︷ ︸

G(x)

×

( m+s∏
t=m+1

(x − t)
)

︸ ︷︷ ︸
Hs(x)

• 设 G(x) =
∑lenL

i=0 gixi，Hs(x) =
∑s

j=0 hs,jxj，展开相乘后 xi+j 的系数为
∑

gihs,j。
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• 将该系数与当前 P 的对应项相乘并求和，得到右半区间的求和目标

lenL∑
i=0

s∑
j=0

gihs,jPi+j

• 交换求和号
s∑

j=0

hs,j

(lenL∑
i=0

giPi+j

)

• 定义新序列 P′
j =

∑lenL
i=0 giPi+j，上式化简为

∑s
j=0 hs,jP′

j。

• 此时右半区间的计算结构与原问题完全一致。只需将 P′ 作为右半区间的新输入序列，
即可完全独立地递归计算。

• 其中 P′ 是一个差卷积，将 P 翻转后做一次 NTT 即可算出。分治时每一层是
O(n log n) 的，因此整个分治为 O(n log2 n)。本题总复杂度也为 O(n log2 n)。
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B. Bouncing Particles

题目大意
在 n × n 网格中，初始有四个粒子位于 (x0, y0)，方向分别为右上、左上、右下、左下。
每一步，粒子先分别检查水平、竖直方向，若下一格越界，就反转对应方向；随后消失，并
在水平、竖直方向的相邻格各产生一个继承其两个方向的子粒子。
所有粒子同时运动，允许重叠且互不影响。
每次询问给定 A,B,C, t，求时刻 t 时，直线 Ax + By + C = 0 上有粒子的网格的数量。
2 ≤ n ≤ 109，0 ≤ t ≤ 109，|A|, |B|, |C| ≤ 109，(A,B) ̸= (0, 0)，

∑
q ≤ 105。

• Standard Solution: 4.84 kB (Cpp)
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• 处理这题的第一步是消除“反弹”
这一设定。

• 对于在 t 时刻初始释放粒子的操
作，在未来某时刻 t + t0 要想判
断某一点有没有由它生成的粒子，
可以判断它是否落在一个倾斜的
正方形上。

• 粒子碰到墙面后会反弹，观察可
以发现这等效于在碰撞时刻、碰
撞位置释放四个方向的粒子。

Start

(5, 2)

(7, 4)
(8, 5)

(9, 6)
(10, 7)

(11, 8)
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• 同一时刻至多有八个中心点释放的总共十二个正方形需要考察。它们来自起点、与起点
横坐标或纵坐标相同的边界点，以及边界顶点这九个候选点；其余正方形边上的所有点
都完全在范围外。

• 这些正方形中的很多条边都在范围以外，所以实际需要考察的边不会超过 20 条。

Start Start

S1

S2

电子科技大学出题组 UESTC
第 51 届 ICPC 亚洲区域赛（成都站）题解 38 / 58



D M K C I H A E G F B J L

• 每个要考察的正方形的边，都可以写成 x + y + C = 0 或 −x + y + C = 0 的形式，并限
制 x ∈ [l, r]。于是问题就转化成了将询问直线与这些直线联立求解的问题：

A1x + y + C1 = 0,

A2x + B2y + C2 = 0,

x ∈ [l, r].

• 求解完成后过滤掉重复的解，解的个数即为答案。
• 时间复杂度 O(q)，常数较大但是依然能轻松通过。实现过程需要多注意细节，用代码
常数的增大换取代码难度的降低。
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J. Joint Relocation

题目大意
数轴上有 n 名员工，分属 k 个非空团队，给定每个团队所有员工的居住坐标。
将团队分成两组，并为每组选择一个任意实数坐标作为集合点。允许一组为空，同一团队的
所有员工必须前往同一个集合点。求所有员工从居住位置到各自集合点距离之和的最小值。
1 ≤ k ≤ n ≤ 3 · 105，

∑
n ≤ 3 · 105，居住坐标为 [1, 107] 内的整数。

• Standard Solution: 3.30 kB (Cpp)
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• 显然，集合点只需要选在输入坐标上。固定队伍划分后，每个非空集合的最优集合点都
可以取为其员工坐标的中位数。将不同的输入坐标排序为 v0 < v1 < · · · < vD−1。记第
i 队的员工坐标多重集合为 Si，定义

Fi(x) =
∑
p∈Si

|p − x|.

• 固定两个集合点 va ≤ vb 后，每队独立选择代价较小的集合点，因此总代价为

C(a, b) =
∑

min
(
Fi(va),Fi(vb)

)
.

• 答案即为所有 0 ≤ a ≤ b < D 的 C(a, b) 的最小值。对于单个队伍，将坐标排序、维护
折点和前缀和后，可以二分在 O(log mi) 时间内求出 Fi(x)，其中 mi 为该队人数。

• 考虑枚举左集合点，求出对应的最优右集合点。由于每个 Fi 在中位数左侧不增、右侧
不减，按中位数的位置分类，可以得到：对于 a1 ≤ a2 ≤ b1 ≤ b2，有

C(a1, b1) + C(a2, b2) ≤ C(a1, b2) + C(a2, b1).
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• 因此最优右集合点具有决策单调性，即左集合点向右移动时，最左的最优右集合点不会
向左移动。

代价矩阵 C(a, b) 的分治
扫描中间行

右集合点 b →
0 D−1o

0

mid

D−1

左
集
合
点
a

最优位置：(mid, o)

a > b，无效区域

按最优列缩小搜索范围
右集合点 b →

0 D−1o
0

mid

D−1

左
集
合
点
a

上半行
b ≤ o

下半行
b ≥ o

对子问题重复同样过程

列 o 由两个子问题共享

分治
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• 可以据此分治：在左集合点的区间中取中点，枚举其候选右集合点，求出最优位置 o。
左半区间的最优右集合点不会超过 o，右半区间的最优右集合点不会小于 o，据此缩小
候选范围并递归。

• 这样每层只会产生 O(D) 个代价查询。但单独计算每个查询仍然太慢，考虑把同一层的
查询放在一起处理。

• 按分治节点从左到右、节点内右集合点从小到大的顺序排列查询，将实际集合点坐标记
为 (xj, yj)。由于各节点的候选区间有序，只共享边界，xj 和 yj 都单调不减。

• 对于一个队伍，随着两个集合点右移，它只会从选择右集合点变成选择左集合点。
• 具体地，记它的下中位数为 µi：当 yj < µi 时选择右集合点，否则比较两个集合点的代
价，相等时选择左集合点。

• 这是因为 yj ≥ µi 后，Fi(yj) 不减；而在 xj < µi 时，Fi(xj) 不增；一旦 xj ≥ µi，左集
合点就始终不差于右集合点。因此，可以二分出这一队第一次选择左集合点的位置 ti。
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• 接下来计算所有队伍的贡献。先假设所有队伍都去右集合点，预处理

H(y) =
∑

i
Fi(y) =

∑
所有员工p

|p − y|.

• 全体坐标排序后，用人数和坐标和即可求出所有 H(vb)。

• 对于第 i 队，只需要在查询后缀 j ≥ ti 加上

Fi(xj)− Fi(yj) =
∑
p∈Si

(
|xj − p| − |yj − p|

)
.

• 对于一个员工坐标 p，|xj − p| 在 xj 到达 p 时，由 p − xj 变为 xj − p；−|yj − p| 也只会
改变一次表达式。因此，上述修正量可以按 xj、yj 和常数项，分别维护三组系数差分。
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• 用双指针预处理每个坐标在两个查询序列中的分界位置。对每名员工，在后缀起点加入
系数，之后若 xj 或 yj 到达 p，再修改相应系数即可，每名员工只产生 O(1) 次修改。

• 最后扫一遍差分数组，就能得到该层所有查询的代价，并确定各分治节点的最优决策。
• 一层中，处理差分和查询需要 O(n + D)，二分所有队伍的切换位置需要

O
(

log D
∑

i
log(mi + 1)

)
.

• 由于
∑

i mi = n，且 log2(mi + 1) ≤ mi，每层复杂度为 O(n log D)。

• 共有 O(log D) 层，加上排序预处理，总时间复杂度为 O(n log2 n)。
• Bonus：本题可以做到 O(n log n)。
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L. Long Slides

题目大意
平面网格图上给定一个起点和一个终点，以及一个长为 n 的指令串 p。
你需要预先放置不超过 n 个障碍物，使位于起点的机器人按顺序执行完 p 后停止在终点。
每条 L, R, U, D 指令让机器人沿指定方向一直移动，停在第一堵障碍物的前一格。
机器人可以原地不动，但不能沿着没有障碍物的射线无限移动。
输出一组合法的障碍物放置方案，或判定无解。1 ≤

∑
|p| ≤ 105。

• Standard Solution: 7.67 kB (Cpp)
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机器人在移动过程中至多撞到 n 个障碍物。因此我们构造方案时不必受障碍物数量的限制，
只要最后模拟一遍机器人的路径，保留实际撞到的障碍物就行。

首先，对于连续的 L/R 段和连续的 U/D 段，我们只保留最后一条指令，设为 q。例如，若
p = LRLRUDDUL，则 q = RUL。这是因为如果我们在每一段最后一条指令反方向的无穷远处
放置一个障碍，p 就和 q 等价。之后我们只考虑 q。
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先看四个方向都出现的 q，并尝试让每条指令都必须移动。q 横竖交替，每步只改变一个坐
标；最后两步则必须依次取终点的两个坐标。因此，长度为 r 的串只留下 r − 2 个未知数。

RURULDL s = (0, 0), t = (1, 1)

R

U

R
U

L

D

L

s (A, 0)

(A,B)
(C,B)

(C,D)(E,D)

(E, 1)
t = (1, 1)

确定了这些数，就能在每个停点前方一格放障碍。
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为了让这些障碍物不撞上其他中间路段，我们先把不同中间行列彼此拉开，并放到起终坐标
范围之外。

在这个例子中，移动方向要求 0 < A < C、1 < E < C，以及 0 < B < D、1 < D。既然中间
坐标都在 [0, 1] 之外，0 和 1 对它们的大小关系就相同，可以合成一个标记 O。用一条从小
到大的边表示每个不等式，便得到下面的图：

O A C

E

B D
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四个方向都出现，所以两条坐标链各有正反向的边，合并首尾后不会成环；两条链只共用
O，因此图无环，可以按拓扑序依次取整数坐标。

一般情形中，O 代表包含起终点四个坐标的整个区间，排在它前后的变量分别放到区间两
侧，彼此间隔开（实现时可以取一个固定的间隔，至少间隔两格）。O 本身并不是实际的坐
标，放置障碍物时仍使用原来的 s, t。

这样选出的路线方向是对的，但还不能保证路径和障碍物互不干扰，因为后面要用的障碍物
可能截断前面的路。具体看下一页的例子。
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0 A E

t (E, 1)

D
最后一条指令是 L，所以 E > 1。倒数
第二条指令 D 要停在 (E, 1)，就必须
在 (E, 0) 放一个障碍。而第一条指令
R 又要经过 [0,A]，因此还需要

A < E

原图只知道 A < C、E < C，并没有确
定这个顺序。

前面拉开中间行列，正是为了把这种冲突限制在首末几段。这些首末坐标在端点区间的哪一
侧，已经由方向确定。首末同轴时，唯一还未确定的是首段终点 A 与末段起点 E 谁大。因
此分别加入 A < E、E < A，生成两组候选再模拟即可。
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不过，要求每一步都移动，仍会漏掉有解的情况。看下面第一幅图，s = (0, 0)，RULURD 要
到达 t = (1, 1)，最后一条指令 D 必须在 (1, 0) 放一个障碍，因而第一条指令 R 只能原地不
动。类似地，第二幅图中，s = (0, 0)，RULDL 到 t = (−1, 1)，也可以先到终点，再让最后一
条指令不动。

U

L
U

R

D

s
t

R

U

L

D

s

t

电子科技大学出题组 UESTC
第 51 届 ICPC 亚洲区域赛（成都站）题解 52 / 58



D M K C I H A E G F B J L

实现时，在起点或终点沿对应方向的下一格补障碍物，把第一条指令／最后一条指令从 q
中拿掉，对余串重复前面的构造。

总的来说，尝试全部移动、第一步不动、最后一步不动三种安排，每种再试两种坐标顺序
（上上页提到的）。后续称这个构造为 “三种拓扑构造”。
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再看某个轴只有一个方向的情况。RURURU 从 (0, 0) 到 (1, 1) 时，六条指令中至少四条必须
不动，不可能给每次转弯都安排一个新坐标。因此，我们还需要允许重复使用同一行、同一
列的构造。

R

U

s

t 把起点围在矩形内，每次指令就只会把机器人
送到某条边。因此，最后一次水平移动决定最
终横坐标，最后一次竖直移动决定最终纵坐标；
反复朝同一边移动会自动产生零步。

也就是说，如果 q 最后两条指令对应的移动方向，恰好是 t 相对于 s 的方位，该构造就能生
效（即矩形就能将 s 包住）。
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若最后一次水平移动是 R，矩形必须以 tx 作右边界；目标在起点左侧时，它就包不住 s。如
果竖直方向只有 U，可以改用 L 形通道，具体构造如下。（图中 M = 2× 109）

L

U

R

· · ·

· · ·

s

t

−M + 1

机器人执行最后一个 L 后到达左端。由于 q
横竖交替、没有 D，后面一定有 UR：先上到
顶部，再向右到达 t。此后只剩 R/U，都会
停在原地。

因此，在矩形失败的前提下，该构造有解恰好要求目标位于起点左上方，且 q 含有 L。这
样，凡是某轴缺少一个方向的输入都已处理完（这里演示的是缺少 D 的情况，缺少 U, L,
R 同理，对称/旋转一下这个构造即可）。
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总结一下。

• q 只含 L,R,U,D 中的一个方向 −→ 特判。
• q 只含 U,D 或 L,R −→ 特判。
• q 只含 U,L, 或 U,R, 或 D,L, 或 D,R −→ 矩形构造或无解。
• q 只含 L,R,U,D 中的三个方向 −→ 矩形，L 形构造或无解。

最后就是 q 含所有四个方向的情况。后面两页会证明，前文提到的矩形构造和三种拓扑构
造，能覆盖所有的情况。（也就是说，若两种构造都不行则无解）

这些都是常数次尝试，时间复杂度 O(n log n)。
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以下设矩形构造失败，s = (0, 0)、t = (x, y) 且前两条指令为 RU。其他情况都能通过将盘面
旋转/翻转/平移从而转换为当前局面。
先看最后一条指令水平时，前一条竖直指令的障碍物落在起点行，即 (E, 0)。最后为 R 时
E < 0，不会挡路；为 L 时，沿用前文得到的 A < E。

A · · · EL L

A < E 第一条 R 和最后一条 L 给出 O → A、O → E，
所以从 E 返回 A 只能沿中间的水平链。中间若
还有 R，返回路径就会断开，加入 A < E 仍无环，
全部移动的构造便成功。

若没有第二个 R，之后只能向左：x ≥ 0 时，障碍物就在第一次 R 必经的路上，无解；x < 0
时，令最后一步不动，使 E = x，障碍物便在起点左侧。此时至少有两个 L（首末水平，中
间有 U,D），去掉最后一条后四个方向仍都出现。新增的障碍物 (x − 1, y) 也不会挡住第一步
或最后一段竖直移动。
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其余冲突中，障碍物的位置由终点固定：最后一步竖直时在 (x, 0)；最后一步水平且起终点
同行时在 (x± 1, 0)。由前文的矩形条件，后一种情况以 R 结束时 x < 0，以 L 结束时 x > 0。

障碍物在起点左侧，全部移动即可；占住起点则无解。在起点右侧时，唯一的 R 必被挡。若
还有 R，则采用第一步不动的构造。新增的障碍物 (1, 0) 在目标左侧或与原障碍物重合，不
妨碍结尾。

U

L

D

s

F

G

t

第一步不动的构造还可能遇到新冲突。即最后的 L 停在
x = 1 所需的障碍物，正好位于第一条 U 所在的 x = 0 列。
最后若为 U，此时 y = −1，障碍物在起点下方；故只剩最
后两条为 LD、t = (1, 1) 的情况。

设第一次 U 计划到 (0,F)，最后 D 从 (1,G) 出发。后续有 U
就可同理取 F < G；否则只能下降，1 ≤ G ≤ F，障碍物
(0,G) 必在第一次 U 的路径上，无解。
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